COMITATO NAZIONALE PER LUENERGIA NUCLEARE
Laboratori Nazionali di Frascati

LNF -66/45
5 Qttobre 1966

D. Senatra: IL MICROTRONE: TEORIA E PRINCIPALI
ELEMENTI DI PROGETTO. -

(Nota interna: n. 333)

Servizio Documenlazione
dei Laboratori Nazionasli di Frasceti del CNEN
Coasella Postale 70 - Frascati (Roma)




Laboratori Nazionali di Frascati del CNEN
Servizio Documentazione

LNF-66/45

Nota Interna: n° 333
5 Ottobre 1966

D. Senatra(®):; IL. MICROTRONE: TEORIA E PRINCIPALI ELEMENTI DI PROGETTO

INTRODUZIONE. -

Il livello scientifico raggiunto in questi ultimi anni nel campo della fisica nucleare
e delle particelle elementari, ha reso particolarmente critico il problema di avere a di-
sposizione fasci di particelle di alta intensitd ed alta energia.

Questa nuova svolta della fisica, ha favorito la realizzazione e lo sviluppov’di un
grandissimo numero di dispositivi: gli acceleratori di particelle, atti a fornire fasci con
energie sempre maggiori fino all'ordine di vari GeV.

Scopo del presente lavoro & di illustrare le caratteristiche di funzionamento e i
possibili sviluppi del microtrone: un acceleratore per elettroni, che, sebbene noto fin dal
1944, anno in cui fu per la prima volta progettato dal fisico sovietico -Veksler, non & sta
to sino ad oggi valorizzato e sfruttato in proporzione delle sue reali possibilita di impiego.

Nel corso del lavoro si & cercato di offrire una trattazione il piti possibile complg
ta e aorganica dei principali problemi fisici, matematici e realizzativi che si incontrano
nella progettazione di tale acceleratare, facendo in modo che le relazioni ottenute tra le
varie grandezze in gioco, siano di immediata‘ utilitd ed attuazione sperimentale,

Analizzando le caratteristiche dei diversi acceleratori, si pud affermare che il
microtrone, per semplicita di costruzione, basso costo di esercizio, alta monoenergeticita
e collimazione del fascio, e per semplicitd di estrazione del medesimo, si presta ottima-
mente quale iniettore in grandi acceleratori e in dispositivi di accumulazione, E! princi-
palmente per questo fine che esso & oggetto di studio presso i Laboratori Nazionali di
Frascati.

L'introduzione poi di alcune modifiche apportate alla iniezione, al focheggiamen-
to, e il progetto di un microirone per positroni, fanno di questo acceleratore, un disposi-
tivo d'avanguardia per la fisica e la tecnica con possibilita di applicazioni che vanno dalla
fisica nucleare alla produzione di onde ultracorte, alla chimica, alla medicina, all'indu- -
stria.

(x) - Tesi di laurea presso i Laboratori Nazionali di Frascati
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CAPITOLO 1T -
PRINCIPI DI FUNZIONAMENTO DEL MICROTRONE, -

Il microtrone & un acceleratore per elettroni che opera in un campo magnetico uni
forme e costante, Esso & costituito essenzialmente (v. fig. 1) da una camera a vuoto a se
zione circolare racchiusa dai poli del magnete e avente come parete una fascia metallica al
bordo della quale & posta una cavitd risonante a frequenza fissa, alimentata atiraverso una
guida d'onda da un magnetron,
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FIG. 1

1) Camera da vuoto; 2) Espansioni polari; 3) Bobine; 4) Bobine
correttrici; 5) Distanziatori; 6) Guarnizioni; 7) Phase shifter;

8) Flangia; 9) T; 10) Trappola ad acqua; '11) Cavita; 12) Pompa
a diffusione. |



Gli elettroni siano essi estratti a freddo dalla cavita, o iniettati, per esempio,
con un catodo, dopo aver descritto nel campo magnetico uniforme e costante una traiet
toria circolare di periodo tale da farli ritornare alla cavitd in fase con la radiofrequen
za, vengono ivi accelerati dalla tensione V(t)=V, sen tw't applicata alla cavita (V o va
lore di picco della tensione, W : pulsazione).

Per effetto della tensione acceleratrice, gli elettroni transitando in cavita acquista
no un incremento in energia e le orbite successivamente descritte sono percié di rag-
gio via via crescente (v, fig, 2) come segue dalla relazione:

‘ =P
(1.1) R )

Come sara dimostrato in seguito, ad ogni transito compete lo stesso incremento
di energie percio, affinché 1'elettrone abbia una data energia prefissata, & sufficiente
stabilire il numero n dei transiti necessari per raggiungere tale valore; 1l'energia mas
sima ottenibile con 1'acceleratore & percid limitata solo dalle dimensioni del magnete,

n
n=g T Scalal :3

HEEEEEEEN

588 962 1316 1666 20,12 2356 27 30.4 33.89 324 (cm)

FIG. 2 - Orbite microtrone: modo a =2, b=1; induzione B=1 Kgs
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PRIMI CENNI SULLA STABILITA' DI FASE, -

Prima di dare le condizioni che realizzano il principio di fﬁnzionament’o del micro
trone, introdurremo il concetto di fase e il principio. di stabilita di fase.

Consideriamo un elettrone che uscito dalla cavitad abbia percorso nel campo ma-
‘gnetic'o uniforme una orbita di periodo Tl' Durante questo periodo il campo elettrico
alternato, applicato alla cavitd, variando con legge sinusoidale, avra compiuto un nu-
mero n di cicli con pulsazione W,

Affinché l'elettrone riceva energia al suo rieniro in cavita, esso deve aver impie
gato a percorrere la propria orbita un periodo T tale da ritrovare il campo elettrico in
cavitd nella posizione propizia a una nuova accelerazione, Esprimeremo questo concet
to dicendo che 1'eletirone deve rientrare in cavita in fase con il campo elettrico e chla
meremo fase l'angolo )0 Wt in cui sitrova l'onda di tensione (v. flg 3) al momento
dell'ingresso dell'elettrone nella cavita.,

Avm = Vg sin wt

FIG. 3

Tra tutti gli angoli di fase con cui 'eletirone pud transitare in cavita, ve n'2 uno
che realizza le migliori condizioni di accelerazione e che chiameremo angolo di fase sin
crona e lo indicheremo con ‘P

Un elettrone che per tutto il ciclo dell'accelerazione transiti in caviti con una fa
se V= Y’s, sarad detto sincrono, Con riferimento alla fig. 3, dove con Vs si intende la
tensione incontrata dall'elettrone sincrono, studiamo separatamente gli effetti della par
te crescente e decrescente della semionda positiva di V(t) sugli eventuali anticipi o ri--
tardi di un elettrone rispetto all'elettrone sincrono:

a) caso in cui la parte dell'onda di tensione incontra dall'elettrone, sia quella cre
scente,
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Supponiamo che un elettrone ritardi rispetto all'elettrone sincrono, Entrando in A
esso ricevera un'energia E; maggiore dell'energia Eg che compete all'elettrone sin-
crono, e descrivera un'orbita di raggio maggiore e impieghera, essendo. v=c=cost.,
un tempo maggiore, cioé aumentera il proprio ritardo, Quindi ricomparira in A' dove
ricevera un'energia E'>E, > Eg e comparira un'orbita maggiore. |

Analogamente un elettrone che anticipi sull'elettrone sincrono ed entri in Al, impie
gherd un tempo minore e aumentera, quindi il proprio anticipo ricomparendo in A'l.

b) Caso in cui la parte dell'onda di tensione incontrata dall'elettrone sia quella de-.
crescente,

Supponiamo che 1'elettrone ritardi sull'elettrone sincrono: entrando in B esso rice
vera un'energia Ey < Eg, compira un'orbita di raggio minore, impieghera un tempo mi-
nore, diminuendo cosi il proprio ritardo e ricomparendo in B',

Analogamente un elettrone che anticipi sull'elettrone gincrono, entrando in By im-
pieghera un tempo maggiore diminuendo cosi il proprio anticipo e ricomparendo in B'l.

Da quanto esposto risulta:

19) Sono accelerati non solo gli elettroni con fase Y= Y’s, ma anche quelli con fa
se leggermente minore o maggiore della fase sincrona: &, cioe, tollerata una certa oscil
lazione intorno al valore \,ps.

II°) L'accelerazidne avviene sulla parte decrescente dell'onda di tensione la quale
esercita un'azione correttiva sull'eventuale anticipo e ritardo degli elettroni rispetto allo
elettrone sincrono,

III°) L'intervallo dei valori di ¥ entro il quale & ancora possibile l'accelerazione & un
intervallo limitato, la cui ampiezza & detta larghezza di fase stabile che chiameremo ay

CONDIZIONI DI SINCRONISMO. -

Da quanto esposto al paragrafo precedente, segue che affinché un elettrone sia sin-
crono & essenziale che il tempo T di percorrengza delle varie orbite sia multiplo del périodo
della radiofrequenza; devono cio? essere verificate le seguenti due condizioni di sincroni
smo: _ ‘ .

19) 11 tempo di percorrenza della prima orbita deve essere un maultiplo intero  del
periodo della radiofrequenza T pg-

20) La differenza dei tempi impiegati a percorrere due orbite successive deve es-
sere multipla intera del periodo T,s.

In formule:

Ty = a Tyt
(1.2) (con a, b, interi, positivi)
AT =b Trf

Sia T, il periodo dell'orbita ennesima, Facendo l'approssimazione, in seguito giu
stificata v = ¢, potremo scrivere:

2 TE
. 2 TR n
1.3 = =
( ) Tn 5

qBec
dove En & l'energia totale che compete all'elettrone nell'ennesima orbita e sara

(1.4) Ep= E,+n AE



nel caso dell' estrazione a freddo, oppure:
(1.49 - ) En=E'+E.+nA2

se 1'1n1e210ne & fatta con un catodo ed E ¢ 1'energia di iniezione, A% sia nella (1. 4) che
nella (1.4') & l'incremento d'energla acqulstato ad ogni transito e E, ¢ 'energia di ripo
so dell'elettrone,. o

Per le (1.3) (1.4) (1.4’),. le (1.2) c_liveritano

2’ch1
Ty T Ty
, qBe ‘
(1.2") )
arde
Tv_— \vz—bTI‘f
q B ¢

Risolvendo le (1.2') rispetto a A& si ottiene, per la (1.4),

AS =g B

o a-b

1.5
( ) ZVCEO 1

qgc A a-b

@
n

" e per la (1.4")

_ b
AS = (EO+Ei) _ b
(1.5) 27T(E +E,)
B = o i 1
gc A a-b
“Tie (1. 5')’ (o 1. 5') danno anche:
Yiamy , - » _ b
(1.5") As S 4c¢X B

" Caleoliamo ora l'espressione dell'incremento di energia 4& che 1'elettrone rice
ve a ciascun iransito nella cavita,

Con riferimento alla fig, 4, dove d & la lunghezza della ""gap" della cavita, sia:
E = Eo sen Wt

1'andamento del campo. elettrico dovuto alla radiofrequenza,. L'energia A£ che un elet-
trone riceve nel tratto d é: d

(1.6) = . AS = / qE_ sen W tdt
o
La (1.6), valendoci della approssimazione gia fatta, v=c, si pud scrivere:
T/2
(1. 7) : : 4& = qvE_ [ sen wtdt -
to- T/2



dove T & il tempo di transito, ciog il tempo impiegato dall'elettrone a percorrere la''gap";
t, & il valore per cui Wty = \\PS; ds = vdt,

Calcolando l'integrale (1,7) si ottiene:

- sen w 'CZZ
Ag =gqE_d w <T/2 sen 505
e cioé:
_ sen W T/2
(1.8) | A =qV, w T/ sen \/s
La (1,8) esprime l'incremento della
d ‘ . : . :
E energia che compete all'elettrone sincrono, in
= funzione della tensione applicata alla cavita,.
—_—
La (1.8) & rigorosamente valida solo se
ammette che:

. —— 19) gli elettroni si muovano in un campo

di radiofreqienza parallelamente alle linee di
forza, '

20) il campo elettrico ‘E, dovuto alla ra
diofrequenza sia identicamente nullo all'esterno
della cavita,

30) la variazione di velocitad degli elet-
troni sia estremamente piccola, cioe v & c,
Proprieta, quest'ultima soddisfatta nel micro-
trone, gia alle basse energie.

FIG. 4
Dalla terza ipotesi, gia sfruttata in precedenza, segue evidentemente che:

'Z"=i=cost.
\%
per cui si ha:
wt T4
2 TNt

= cost.

Sostituendo nella (1, 8) avremo:

(1.9) Ag =qV, _sen d/A sen VW =qV' sen \/’S

Zd /N
dove:
_ _ sen Td/A
(1,10) V=V, /N

Si'é cosi dimostrato che l'incremento 4 € di energia per l'elettrone sincrono & indi
pendente dall'orbita di percorrenza ed & costante durante tutto il ciclo dell'accelerazione,

Dalle (1.9) e (1.5") segue anche l'importante relazione:

b =gV
s gc A B=qV' sen Y’s

e cioe:



Poiche¢ sen Y < 1 siha la disuguaglianza:

bAB . 2T
A

(1.9

cui devono soddisfare le grandezze sopra definite perché si possano realizzare le con-
dizioni di sincronismo,

MODI DEL MICROTRONE, -

Consideriamo nuovamente i'sistemi di equazioni (1.2)e (1. 5). Dal primo risulta che
fissare a equivale ad assegnare la molteplicita della prima orbita e fissare b equivale
ad assegnare la differenza tra i periodi di due orbite successive rispetto al periodo della
radiofrequenza T s

Dal secondo risulta che per diversi valori delle costanti a € b, purché sempre a > b,
si hanno diversi modi di funzionamento dell'acceleratore e per ogni valore del parametro
(a - b) resta univocamente determinato il campo magnetico corrlspondente a quel modo e
l'incremento di energia acquistato per transito.

Osserviamo inoltre che il campo magnetico non risente della molteplicita dei modi
in cui & realizzata la differenza (a - b), mentre 1'incremento di energia varia al variare di
b per ogni (a-b) fissato,

Un esempio di quanto detto & mostrato dalla tabella I per alcuni valori dei parametri
a e b,

TABELLA 1
a-b 1 2 3
a 234 345 456
b 123 123 123
UE/E 123 1/2 1 3/2 173 2/3 1
B B, 1/2 B, ~ 1/3 B,

Risolvendo numericamente il sistema di equazioni:

A% b

Eo a-b

(1.11) 20 E
0 1

gc N a-b

per un assegnato valore della lunghezza d'onda e del campo B, si & ottenuto il grafico
della fig, 5, dove in ascisse & riportata la molteplicitd di b e in ordinata il rapporto tra .
l'incremento di energia e 1'energia E,.

Essendo 2 R Eo

qc er _ a-b



Il A _ b
E, a-b
1 . .

.a=bz=1 a-b=2 a-b=3/ a-b=4/ a-bz=5
a-b=6
a-bz=7

1 1
2
1 1
3
b
: t + 4 —
1 2 3 4 5

FIG. 5

segue che per
\) = 2800 Mc/s & B_ =1000 gauss

Nel compilare la tabella I ci siamo riferiti al caso di iniezione mediante estrazione
a freddo: se si volesse tener conto di un'eventuale energia di iniezione Ei, basterebbe so
stituire E_ con (E,+E;). Dall'esame della tabella Ie del grafico di fig. 5, risulta che il
valore del campo magnetico relativo al parametro (a-b)=1 & maggiore del valore corri-
spondente a (a-b)=2, e che per modi piu alti si ottengono valori del campo magnetico
via'via decrescenti. Quindi il campo relativo al modo di operare con (a-b)=1 & il mas-
simo al quale si possa lavorare per una data frequenza prefiss‘ata. '

Tra tutti i possibili modi in cui si pud realizzare (a-b)=1, sembrerebbe, che ai
fini del guadagno di energia, fosse preferibile scegliere quello corrispondente a un valore
alto.di b; ma unb, per esempio, uguale a 3, significa applicare alla cavitad una tensione

b Eo

(1.12) V= (a-b) —q—

= 1530 KV
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valore praticamente inapplicabile a una cavita la cui lunghezza & dell'ordine di alcuni

millimetri,
Per questa ragione occorre scegliere per le costanti a e b, valori piccoli.

Il modo corrispondente ad a=2 e b=1 & detto ''modo’ fondamentale" in quanto rea-
lizza il miglior compromesso tra campo magnetico e incremento d'energia, e fissa per
la tensione V' il valore praticamente realizzabile di 510 KV,

Osserviamo infine che fissata la frequenza, il By 5%, relativo al modo di operare
fondamentale e l'energia massima Eax che si desidera ottenere, resta individuato il
diametro del magnete pili piccolo che consente di ottenere tali energie, cioe:

Emax
(1.13) D . =
‘ min Q¢ Bpay

La (1.13) dimostra che ¢'® una corrispondenza biunivoca tra dimensioni del ma-
gnete ed energia massima ottenibile, e che non vi & alcuna possibilita di migliore sfrut -
tamento del nucleo di ferro del magnete,

Questo costituisce uno dei maggiori inconvenienti del microtrone. Vedremo nel Capi
tolo 4 come, introducendo particolari modifiche, sia possibile ovviare a tale inconveniente.

CAPITOLO 2 -
EQUAZIONE DELLA FASE PER IL MICROTRONE, -

Nel Capitolo 1 abbiamo visto che gli elettroni che attraversano la cavita in fase di
tensione decrescente, vengono accelerati stabilmente anche se la loro fase ‘f non coinci
de esattamente con 7”

Si realizza cid che potrebbe chiamarsi una "focalizzazione di fase'', la cui azione
si traduce nella possibilita di definire I'ampiezza 4% dell'intervallo dei valor1 di ¥ nello
intorno ‘della fase sincrona, entro il quale si ha accelerazione in fase stabile, in funzio-

‘ne dei parametri fondamentali dell'acceleratore: tensione, lunghezza della cavita, pul-
sazione della radiofrequenza,

Come primo passo per la valutazione di AY , introdurremo 1'equazione della fa
se valida per il microtrone, ' '

L'equazione della fase per gli acceleratori nei quali l'incremento di energia & co-
municato alle particelle da un campo elettrico non conservativo, il cui andamento sia
del tipo E-= E, sen Y . hala forma:

L4

(2.1) Y = m(

sen ¥
sen }"S

Equazione valida nel caso si possa trascurare l'energia persa per irraggiamento e che
tutte le grandezze in gioco varino lentamente rispetto alle variazioni della fase,

_]_)

La (2.1) =i pud 1nterpretare come 1l'equazione che descrive il moto di un pendolo
r1g1do forzato da un momento costante M,

E' noto che un tale sistema ha due posizioni di equ111br10 una stabile ed una 1nsta—
bile che corrispondono, nella (2.1), ai due angoh per cui sen ¥ = sen Yo
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Poich® 1'accelerazione in fase stabile avviene sulla parte decrescente dell'onda di
tensione, sara posizione di equilibrio stabile quella per cui l'angolo di fase Wt =,>0 s
& compreso tra T/2 e I,

Se il sistema si scosta dalla posizione di equilibrio, esso oscilla attorno a questa
con moto periodico non armonico. Se lo spostamento supera certi limiti, si possono ave
re Mmoti non periodici, Analogamente, dalla (2.1) segue che la fase di una particella ge
nerica pud oscillare attorno alla fase sincrona, oppure allontanarsi da essa indefinita-
mente,

Graficando le soluzioni della (2.1), per diverse condizioni iniziali, si ottiene un
sistema di curve del tipo di quelle disegnate in fig. 6.

Sy | e curva limite

Si vede che solo le particelle che si trovano all'interno della curva tratteggiata,
rimangono nelle vicinanze della particelle sincrona; le altre particelle vanno, invece,
perdute,

Osserviamo che nella equazione differenziale (2,1), M & una quantitd molto mino
re di 2 ¥ : per questa ragione si & potuto considerare la'fase variabile con continuita,
e, le differenze d§X=X- Xs tra una grandezza qualsiasi riferita alla particella generi
ca e la stessa grandezza riferita alla particella sincrona, quali quantitd piccole, in mo-
do da trattarle come differenziali,

Nel microtrone tale approssimazione non & valida in quanto, come dimostreremo,
M & una quantitd grande dell'ordine di 2 , e, le oscillazioni di fase sono molto mag
giori che negli altri acceleratori.

Quindi, per ricavare l'equazione che regola le oscillazioni di fase in un microtro-
ne, sard adottato il metodo alle differenze finite, ove, in luogo delle derivate si avran-
no le differenze finite dell'ordine corrispondente,

Data una grandezza Fy» ‘dipendente da11'1nd1ce k, definiamo:
differenza del 1© ordine l'espressione:

(2.2) AF, = Fpiq - Fy
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differenze del II® ordine l'espressione:

Asz=AF - AF

e per la (2,2)

2
P ~ +

(2.3) 7 A bk 1_‘k+2 2Fk+1 . Fk
Essendo nel microtrone ‘

2 TEH
(2. 4) Tk = —

qgBec
per la (2.2) si ha:

27T AEk
(2. 5) ATk = - 5

qBc

Indicato con t, 1'istante al quale avviene il k™© transito, la differenza tra gli istan
ti (tk+1 -tk) ai quali avvengono due transiti successivi, & proprio il periodo Tk che la par
ticella impiega a percorrere l'orbita kMa cioe: :

(2.6) A’Ek = Tk
e, per la (2, 5) »

B 2
(2.7) AT, = A t

AE, rappresenta, per al (2.2), la differenza tra l'energia della particella alla
fine del (k+1)MO transito, meno 1'energia alla fine del kINO ¢, cioe, 1l'energia comuni-
cata alla particella all'inizio del (k+1)™M© transito all'istante tk+1'

Percio:

(2.8) AE = qV'sen Wt

k k+1

Sostituendo nella (2, 5) si ottiene:

v w
2 V'isen tk+1

2
(2.9) At =
k B o2

In accordo con le condizioni di sincronismo:

equivalenti- alle:
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introducendo la ''fase sincrona generalizzata': ( Zﬁ e = Wiy
tri di molteplicitd a e b,

g infunzione dei parame-
3

Con riferimento alla fig, 7, ove & riportato landamento dell'onda di tensione avremo:
= + : + wnN + N R + .
(3),= P+ WT +WT +WT +WT, Wwr,

V(t)=Vosinwt

awTr.t. bwTrt  wTr f.
-— f——2 -

Ap A AP A
VAVATETATATRVEVAVATATATA

I
Ay

i
1
|
I
[}
[}
!
I
]
i
)
1
r.
t
1

__‘Ps: |
' 1 orbita II orbita Il orbita IV orbita ;
! . ‘.
(Dh u,)tz wt3. wi, wts
(k=1) (k=2) (k=3) (k=4) (k=5)
L wT, : wT, wTy wT,

_--{___-
I .

(‘gz)s ( 3)s (Q,, )s _ (QS)S

FIG. 7

con facili passaggi, tenendo prre‘sente che Tk=T1+(k—1)bTrf si ottiene:
(2.10) (), = P+ T(k-1) | 2a+ (k-2)b]

dove il secondo membro &, per definizione di fase sincrona, un multiplo di 2 7(.‘

Per una particella non sincrona si consideri la quantita ')ok, che chiameremo ''fa-
se generalizzata', variante tra /2 e /& (c.fr. le condizioni di accelerazione in fase
stabile), cosi definita:

(2.11) b= P+ EEk-(§k)s

ove ‘§k_= wtk.

La (2.11) rappresenta la variazione dallafase sincrona di una particella qualsiasi,
al kMO transito, riferita alla corrispondente variazione della particella sincrona.

Dalla (2.11) si ha:

2 _ A2 2
(2.12) Ay - 4a%% - A%(3

k k)s

dove:
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(2.13) 223 - Atwt - waty

A° ("{’k)S = Az{(k—l) [2a+ (k-2)b]

Applicando la (2..3) si ottiene infine:

2 -
(2.14) A ({k)s-znb
Sostituendo i valori trovati nella (2.12) si ha:
2 - A2
A"y = wld%t cop

da cui:

2. a2 :
w A tk—A, V’k+2b7¢.‘

che sostituita nella (2,8) da, essendo:

'
2 7o 2 X V'sen Ps ]
T = W e 7 —bTrf
“rf ) Bec
sen
2 ' k+1
A = a9 X _—
(2.15) Vk 2 £ b (Sen‘,‘,s 1)

La (2,15) @ l'equazione della fase per il microtrone.

Confrontando la (2.15) con la (2,1), si vede che l'equazione differenziale (2.1) &
un caso particolare dell'equazione alle differenze finite (2,15), e, che la quantita M
¢ nel caso del microtrone dell'orbita di 2 /T,

Per risolvere analiticamente la (2.15) occorre trasformarla in una equazione linea
re alle differenze finite,

Faremo 1'ipotesi che gli spostamenti della fase dalla fase sincrona siano piccoli

e porremo
Y © ys T

con uy quantitd del 10 ordine: ciod | u | << Y

Sostituendo nella (2, 15) si ottiene:

sen( ¥ +u )
2 s ktl
= r -
(2.17) A%, =27b ¢ — 1)
s
e per la (2, 3):
sen( ¥ +u )
_ 5 k+l
(2.18) uk+2-2uk+1+uk—27€b ( - Y’s —.1)

Facendo l'approssimazione:
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sen )’ o cosu

k+1

~
+ cos ys senu, & sen }05+cos Ys LI

dalla (2.17) segue:

(2.19) 2u (1+b X cotg Y’s) +u, =0

Ytz 7 Mkt k
Posto: A = (1 + b X cotg \Ps)

la (2,19) assume la forma pilti compatta:

(2.20) LY 2uy _A+ u =0 |

La (2.20) & l'equazione lineare alle differenze finite la cui soluzione da 1'andamen-
to delle piccole oscillazioni di fase nel microtrone,

Per risolvere la (2.20) basta porre:
= k
u, « q
e risolvere la corrispondente equazione caratteristica di 1I° grado:
@ -28q+1=0

Dette q; e qy le radici di questa equazione la generica soluzione della (2.20) sara
del tipo:

. - _ k k
(2:21) : = Xpag+ X,
Con &4 ed 0(2 costanti,
Supponiamo sia (A2 -1)<0
avremo: '
ey 2
9 9" A+i 1-A

I1 numero complesso:

(a¥i V 1-4%), di modulot =| A +i \]1-A2'\ =1,

si pud porre nella forma: \A {cos B + isen 0).
Nel caso spetifico:
- cos 0= A

(2.22) seng =\ 1-Aa2

f)ei' cui
. qll{ = cosk 0 + isenk 0
qlz"—: cosk @ - isenk 0

Sostituendo nella (2. 21) si ottiene:

(2.23) "Kl cosk 6 + 'Tz senk 0

uk=

dove:
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Ty = (o + Xy

-ifX2=(°< - X,)

1

Dalla (2.23), mediante la posizione:
2 2 2
v o= 9’1 + 92 tg”d
% = tg(r
71

segue la soluzione dell'equazione alle differenze (2.20)

: - uk=f0'cos(k9+d\)
(2.24)
cos 0 = (1 + Xb cotg y’s)

con U e d nuove costanti. ¥ e 0 sono rispettivamente l'ampiezza e la pulsazione delle
oscillazioni di fase.

Dalle (2, 24) risulta che, essendo \cosG\ < 1, deve essere:

- 1 €1+ Zbcotg Y_< +1

da cui:
- 2 < TThbcotg \DS< 0
cioe:
2 _ .
(2.25) - < cotg \Ps< 0

Dalla (2.25) segue per VY, nelcasoa=2, b=1,
.2 ° ©26'
(2.26) 907 < s < 122728

E' ragionevole ora, definire come ''fase sincrona ottima', il valore corrisponden
te a cos 0 =0; cioe: '

_ 1
cotg \’os "7 b
da cui segue; per b =1,
.2 U = (o] !
(2.26") ( ys)ott_ 107939

Sempre dalle (2. 24), interpretando @ come "pulsazione' dell'oscillazione, si risa-
le al periodo dell'oscillazione stessa, tramite la relazione:

(2.27) T = 29—7‘-

Poich¢ nell'intervallo di stabilitd per la e e

0<8< .

risulta:
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2 LT < 0
In particoiare, in corrispondenza di { ys)ott si ha, essendo 8= J/T/2, Tott, = 4.

La (2. 26) rappresenta l'intervallo dei valori di Y per i quali 1'acceleratore pud
operare stabilmente.

Questo intervallo & indipendente dai particolari parametri dell'acceleratore e valido
per tutti i microtroni, purché si adotti come "modo", quello ""fondamentale',

Per una particolare macchina il valore di Ys si ricava dalla equazione gia stabilita
nel Capitolo 1: '

be erB

sen ¥ = v

Nel paragrafo seguente studieremo il problema delle oscillazioni di fase, senza por
re limitazioni sull'ampiezza delle medesime.

CALCOLO DELLA REGIONE ANGOLARE DI FASE STABILE NEL CASO DI OSCILLAZIONI
DI GRANDE AMPIEZZA. -

Nella presente trattazione faremo le seguenti ipotesi:

1) il campo elettrico in cavitad si assume omogeneo e uniforme;

2) 1a lunghezza della "gap'' piccola rispetto alla lunghezza d'onda della radiofrequenza;
3) l'elettrone & supposto sempre relativistico;

4) il microtrone opera nel modo fondamentale; (a=2, b=1);

5) l'iniezione avviene mediante estrazione a freddo.

Le condizioni 2) e 3), equivalgono a considerare come istantaneo il passaggio dello
elettrone in cavita.

Dalla definizione di fase generalizzata,v
= -+ -
kpk (/’s Qk ( § k)s
si ha:

Yreer Yk=§k+1 ¥ - [( Bretds - (\Ek)s |

ma, $, =Wt e ()= Wi

per cui, sostituendo,

P = Py = w{(tk+1 "t - [(tk+1)s - (tk)s]

ma, in generale,

per cui:

Essendo:
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2 E
T = -
k q B C2
ricordando che:
W - B c2
V' sen \/S
e
4¢ = qv
qV' sen }Ds

e che la quantita:

cfx:X-xs

rappreéent‘a la differenza tra una grandezza qualsiasi, riferita alla generica particella,
e la stessa grandezza riferitaralla particella sincrona, aviremo:

] S By
(2.28) R S I S R
Essendo: ' ‘
(2.29) (B, - (E) = AE
avremo:
(2.29Y (Byi1)s ‘=\(Ek)s + A& = (Ek‘)s +qV'sen Y _

Dalla definizione di & Ei segue inoltre,

¥ Biyy = Biyq - By

+1 “k+l's
(2. 30)

- (E,)

SEk=Ek K's

'Sottraendo membro a membro- le (2, 30) e ricordando la (2, 29) avremo:

§ By - SEk - (Ek-f-'l “By) - BE. v

ma
- = '
(Eyq "B =aVisen P,
per cui
(2. - ) = ' -
(2. 31) 8Ek+1 SEk qV'sen \.P Kt AS

Una volta assegnati i valori iniziali Y’l e §E1, & possibile risolvere numerica-
mente le equazioni (2, 28) e (2, 31) ricavando, con sostituzioni ricorrenti, i successivi va
lori Yy, SEr (k=2,3:.::::::).

Associando ad ogni coppia di valori )0k, ,:YEk (k=1,2...... ) un punto rappresen
tativo P; nel piano ( Y, J E), si ottiene una serie di punti che descrivono una curva
pseudo-continua. Naturalmente si avra una curva per ogni coppia di valori iniziali
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Poiche¢ ogni punto P; rappresenta lo stato di un elettrone nell'istante di transito in
cavitd, potremo dire che un eletirone viene stabilmente accelerato solo se la curva cor-
rispondente & una curva chiusa,

Analogamente una curva aperta corrisponde ad un elettrone non stabiliente accele-
rato, nel senso che la sua fase e la sua energia si discostano definitivamente dalla fase e
dalla energia della particella sincrona.

Per ogni valore di \/s esiste una famiglia di curve ognuna delle quali corrispon-
de, come detto precedentemente, ad una coppia dei valori iniziali di Vl ed J‘.El. In
ogni famiglia resta individuata una curva chiusa limite., La regione del piano y’, JE,
racchiusa entro la curva limite sara chiamata '"'regione di fase stabile',

RICERCA DEI LIMITI DI FASE STABILE, -

11 problema della deter'r'ninazione dell'intervallo di fase stabile, consiste nella ricer
ca dei valori limiti \/’i e (/’ 1 per i quali i corrispondenti punti rappresentativi nel piano
¥ . §E giacciono proprio sulla curva limite. '

Si tratta quindi di costruire la curva $SE- 1( >0 ) e ricavarne le intersezioni .con
la curva limite,

.. Dalla espressione della fase generalizzata §0k e ricordando le espressioni di ii k
e ($ k)s si ha, effettuando i calcoli:
AY, = WAt -2 [a* (k- )b

Ricordando éhe:

Ty s ® [a+(k--1)b] T,
segue:

= QA - \

Ay, (T - Ty )

Essendo poi

o - 2 7rEk
k q B c2
si ottiene:
v _2JTwW
(2.32) Ayk =5 (Ek - Ek,s)
qBec ‘

Naturalmente il calcolo va eseguito per l'elettrone percorrente:la prima orbita, e
cio¢ per k=1. '
Quindi dalla (2, 32) segue:
2wV

Ayl = ==S——(sen¥, - sen ¥ ),
B¢

e cioe: :
i '
A)0= 2J/tWV

(sen ¥ -sen ),
B c2 }" PS

. avendo posto semplicemente Vl = ‘/
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Ricordando che
2 L V'sen v
s
N = e %) = bT
rf Bec

rf

segue ancora:

AY = amp 2V

sen \/s
-Essendo: S
E -
AY A eb-l
si ha, sostituendo,
(2.33) JE - as Y
. , sen )0S

Nella fig. 8, insieme alla curva limite relativa a y’s (Y )ott =107039!, & dato
il grafico della funzione (2.33). e sono indicati i valori di )"i e Yl .

6E

-l | _
Eo @ CURVA LIMITE

1‘0;0‘0"

~0,06

-0,08 FIG. 8
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Risulta: .
- " .
= o : = o
Y’l 93 e Y’l 117
L'intervallo di fase utile per l'accelerazione & percid di circa 24°,

In fig. 9 sono riportate alcune '"curve limite'' calcolate in base ai parametri del
microtrone di Frascati:

By = 1000 gauss
A= 10,7 em
=2
=1
6E  0.08 DN
Eo \x
. {..\ |
0.06 RN
c\

00k )'-’\\\'\\

o AN

> 7-
A
/| >
/ //

-0.02 NEN

-0.04 - \ "
s ||| AN

N A
-0.08 \
- =0.10

860 90 100 110 120 130 140
' ' Pp=wt

- REGIONE DI FASE STABILE

530 KV-

540 KV

560 KV

570 Kv _

590 KV FIG. 9

mooOom>
[ B B ]
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Le varie curve si riferiscono ognuna a un valore differente di V, e perc16 di
\.,0 s Rlportlamo qui di seguito una tabella riassuntiva con i valori di )4 s’ }01
)01 relativi a ciascun valore di V

TABELLA II

Curva | V’o (KV) l/S S"i v P;

A 530 102°50! 93° 108°

B 540 106050' 96° 114°

c 560 112040' 98° | 121°
D 570 114950° 102° | 119°
E 590 119° 117° 121°30"

CAPITOLO 3 -

EFFETTI DELLA DISOMOGENEITA' DEL CAMPO MAGNETICO SUL MOTO DEGLI ELET
TRONI. -

Da quanto detto sin'ora, risulta che il microtrone & un acceleratore privo di dispo
sitivi atti a sopperire ad eventuali irregolaritd del campo: magnetico guida,

E' quindi chiaro che una caratteristica  del microtrone & 1'es1genza di un magnete
i cui poli siano realizzati con la massima accuratezza possibile,

Studiando:1'effetto del campo magnetico non omogeneo sul moto di un elettrone sa~
ra possibile ‘dare l'ordine di grandezza dello spostamento massimo che pud subire 1'elet
trone per potere ancora r1entrare nella cav1té. ed essere quindi successwamente acce-
lerato. :
Supporremo nella seguente trattazione che la cavita sia di forma cilindrica, gli e-
lettroni relativistici sin dalla prima orbita, la "gap" di lunghezza trascurabile.

- Nella fig. 10, si & supposto che il campo magnet1co abbia una componente diversa
da zero solo nella direzione dell'asse .z e che il moto degli elettroni giaccia nel piano me
diano (x, y), perpendicolarmente all'asse z. Si & solo sostituito ad un campo magnetl—
co B costante un campo B=B (x, y) variabile da :punto a punto in maniera che tale varia
zionie possa essere considerata una perturbazione del primo ordine.

. Con la curva tratteggiata si ¢ indicata l'orbita "imperturbata'', e, conla curva
continua l'orbita "perturbata'’.

Per effetto della disomogeneita si ha:

I) che l'orbita perturbata attraversa la cavitd non pid nel punto A, ma in un pun.
to A', in genere diverso da A; si ha cioé uno spostamento. A X =V (KA ) del fascio nella
direzione dell'asse x, :

II) ' che il centro di curvatura dell'orbita perturbata, non & in C, ma in C', in ge-
nere diverso da C; si ha quindi uno. spostamento dei centri delle orbite,
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III) che, al termine di un periodo T, la particella si trova in A" anziche in A; si.
ha quindi un avanzamento o un ritardo sulla traiettoria imperturbata lungo la direzione
dell'asse y diuna quantita, che chiameremo AY, uguale alla componente secondo y
del vettore AA'!, ‘

FIG. 10

Y X

‘Valuteremo ora AX e AY, studiando il moto dell'elettrone in un campo B=B,+
+ B1, dove B & un campo costante e B; la perturbazione da noi introdotta.
Il moto & descritto dall'equazione: '
a Ev
dt (

(3.1) 5

)= q AB)
C

dove E & l'energia della particella e q la carica dell'elettrone,
Poiché si & supposto che il piano del moto sia sempre ortogonale all'asse z, detto
1, ilversore dell'asse z, e, hr l_]§_1\/ \Bo\ il rapporto tra | B3\ e | B,\ , avremo:

B =B, (1+h) ],

Esplicitando la derivata nella (3.1), e, osservando che l'energia E varia pratica-
mente solo quando si attraversa la cavitd, ragion per cui la si pud supporre costante Iun
go,il resto dell'orbita, avremo: !
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dv =_ngB

(v Al) (1+h)

dt B
e posto W = - qczB/E (si & assunto il segno meno in modo che la frequenza degli e-
lettroni sia positiva), segue:

dyv
(3. 2) oS- WL AL)(1+h)

Poiche ad una disuniformita del campo corrisponde una variazione del raggio r(t)'
dell'orbita descrltta, €& conveniente associare al moto dell'elettrone il vettore;

(3.3) r;(t) = r(t) - _r_o(t)

dove r,(t) & il raggio corrispondente al moto imperturbato (si supporra. sempre
l LN \’4( | —o( ).
Sostituendo la (3. 3) nella (3, 2), avremo:

dr .
(3.4) _ a—=~w(£/\lz)'(1+h)

" a0

Ricordande che r=r_ +rl e trascurando i termini ove compaiono __1 ed h, la
(3.4) si scinde nelle due equazioni seguenti:

(3. 5) Ty = -k, AL)
(3.6) o T+ W(EAL)=- whiz AL)

La (3, 5) & 1'equazione del moto 1mperturbato, la (3.6) & l'equazione differenziale
lineare non omogenea del IO ordine in rl che descrive 1'andamento nel tempo del vetto
- re rl(t) associato alla disomogeneita.

~La (3. 5) & di immediata risoluzione e si ottiene:

(3.7) o = - wirg AL)

Per integrare la (3,6) sara usato il metodo della variazione delle costanti.

Moltiplicando vettorialmente la (3,7) per 1, si ottiene:
(EO A lz) =- (W (Eo/\—lz)/\lz)= - ( W(_r_‘o)( lz"lz '.lz.x-]:z'zo))= + (W (ll.z l 230))
ma llz|2=1 per cui, in fine, si ha:
(3.8) ' (Fo A L) = Wry
Sostituendo nella (3. 6) il valore trovato per (f_o A lz) si ottiene:
(3.9) g+ w(ry A1) = - wlhr
L'equazione associata alla (3..9) & soddisfatta sia per ry =r , che per ry= (rg AL 7))

Infatti, per ry=rg,, il primo membro dell'omogenea associata alla (3.9) diviene:

rotwE AL)
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Questa espressione & nulla in virti della (3, 5).

Per ry =(§0A lz), il primo membro della equazione omogenea associata alla(3.9)
diviene invece: v

(F AL)+ W AL)IAL

Questa espressione & nulla ancora in virtd della (3, 5). Infatti, moltiplicando vetto
rialmente per 1 ambo i membri della (3.5) siha:

(FgAL)=-w@,AL)AL

Si pud, quindi, cercare una soluzione della (3.9) che abbia la forma:

(3.9") ry =ar, + bz A L)

che sia, cioé una combinazione lineare di r, e (Eo/\ lz), dove i coefficienti a e b, funzio
ni del tempo da determinarsi, rappresentano 1'effetto della perturbazione introdotta.

Derivando rispetto al tempo la (3,9') si ha:
r,=ar +ar +b(r A 1) +b(F A1)
e, sostituendo nella (3.9),
.. . : . _ 2
ar +ar +b(r, A L)+(r, A L)b+ (W (a;‘_o+b(£0’\-_.12) A__l_z) =-W" hr
e; per la (3. 7) e la (3.8)

. , a2
ar(-W(r,Al))+ar +b(ry AL )+b(wr )ra w(r AL)+bwW((x AL)AL)=-. hr
e cioe:

. - - 2
| a£o+b(£o/\lz)--0\)h£°
Essendo (F.o /\lz) un vettore ortogonale ad Ty deve essere B=0‘ e b=b0 da cui:
t
. = 2 . = 2
ar, = - W hgo ; a=- W {.hdt+a°

l'integrale si intende calcolando lungo l'orbita imperturbata, Sostituendo nella (3,9') i
valori trovati per a e b, siha:
t
« 2
- (3.10) r{=-wr, / hdt+ao£'o+bo'(£oA 1)
)

Integrando la (3.10) tra o e t si ottiene la cercata espressione di £1(t)=

t t t t
(3.11)  r (t)-r,(0)=- w2 _/ r [/ h(t')dt'] dt+a_ / —'Eodt-—:v—bo / rydt
(o] o] : [o]

- 0

Torniamo ora alla fig. 10: si pud notare che il vettore AA " & proprio il vettore
£1(t) dopo un tempo T rispetto all'istante iniziale, T essendo il periodo del moto imper-
turbato; quindi per conoscere AA" basta integrare la (4.11) tra 0 e T.
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. T T
rgl(T)‘-_gl(o) = / h(t') {‘t'/ godt} dt!

(6}
Per la (3.8) &:

T 1 ~ T 1 |
/ ot dt= 55 [ / io(ﬂdt/\lz] =w[‘£o<T> -£o<f'>)/\lz]
t! o _ v

sostituendo segue:

Then 3 L A
gl(T)—£1(0)=_w2 / h(t){w (EO(T)"EO(”)/\&Z} dt
(o]

T T
=W @ Ar (1)) / h(t')dt' / h(t') r dt'
o

(o]

(3.11)

Il vettore r,, ha come componenti rispettivamente:

L r cos\/’
X
r=r sen )0 con Y =W t,
y
Sostituendo nella (3,11) segue:
27T 27T
(AA") = W (1, A r (T)), / 6\1) h(lY)ay - w/ wl—h(y’)(-;oseny)dy
o o
: 2/ . 2T v
(AA™) = W (1, A EO(T))Y/ Z— h(Y)ay - a,/ w—my)(rocosy)dy
o o

- Poiche il vettore r,(T) & diretto secondo l'asse x, la componente di (1, A r_) secon
do x, & nulla. Notando inoltre che la componente (AA"), coincide con la quantitd, gia de
finita, A X, a meno di infinitesimi del II° ordine, e che (A_A")y= AY, siha:

, 2
(3.12) AX=r0 / h( ) seny dy
- ' 0
2.8
(3.13) AY=ro/ h(¢ )(1-cosyY )dy
o

Riassumendo avremo:
(3.14) AA" =r (T) - 1r;(0) =i AX+j AY

Nella (3.14) A X rappresenta lo spostamento, dovuto alla inomogeneita By, della
coordinata alla quale l'elettrone interseca la cavitd. AY rappresenta l'avanzamento del
la traiettoria perturbata su quella imperturbata, cioé una variazione del percorso dello
elettrone e quindi dell'orbita da esso descritta,
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Prendendo ora per la funzione h( y’ }, il suo sviluppo in armoniche arrestato al pri-
mo ordine:

(3.15) h(w)=ho+h1sen)0 +h2cosy’
dove: o7 7
1
b = 21 /0 h(P)dp

2K
h1 =-}L_— / h( Y )senY dy

o

2
h2=~_ﬂ: A h()ﬂ)cosy dy

ed esplicitando la (3, 14) mediante le (3,12) e (3.13) si ha:

2K 2T
£1(T)-£1(0)=i_r0 / h( }0 )sen)ﬂ d)ﬂ +_j_ro( / h(y )dy -
) Vo

(3.14") Y

- / h(}")c.c;s)” d?)

Si pud concludere che:

AX & affetto solo dalla I28 armonica in seno dell'inomogeneita;
AY & affetto dalla I2 armonica in coseno e dall'armonica di ordine zero,

Lo spostamento del punto di rientro dell'elettrone in cavitd causa uno slittamento dei
centri delle orbite lungo il comune diametro D1 nella direzione dell'asse x,

E' evidente che se lo spostamento & tale da essere maggiore del diametro della cavita
1'elettrone non potra rientrarvi per la successiva accelerazione.

Per valutare l'ordine di grandezza dell'ampiezza massima dell'armonica in seno che
consenta ancora il rientro in cavitd procederemo nella maniera seguente:

poicheé: oI

(3.16) - hy = —— "h(Y)senly dY
o B

moltiplicando la (3.16) per Lr, si ha:

2
fCrohl =r, / h(}" )seny dY

o
cioé, per la (3,12):

(3.17) JTrghy Ax

Detto Yo, i il raggio relativo all'i™® orbita imperturbata e AX lo spostamento
corrispondente, 1'equaz1one (3.17) si pud porre nella forma pii generale
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AX =/h, r
o,i
e percio, dopo N transiti:
N
(3.18) AX, . = &h ?i ro
Ricordiamo ora che é:
. E;
I'0,1 - qc B0

= + 1
Ei 'Eo i Ag ;
ove A E.l & l'incremento di energia durante 1'imo transito che, nel caso di un m1cro-
trone operante nel modo 'fondamentale, vale: A &, =E_; per cui:
= (i +
E i+1) Eo

cioe:
i+1)E
0

o,1i cho

Sostituendo l'espressione trovata per r, ; nella (3,18) si ottiene:

A T Fo 3 i
X . =7%hy acB, El_i (i+1)
ed, eseguendo la sommatoria,
E
_ o (N+3)N
(3.19) AXtot. h Ehl qc Bo 2
Introducendo poi, le relazioni:
' 2 E
= —2 e >\ =¢T
rf czB rf rf
‘ ‘ 1 o
la (3,19) diviene:
A rf h1
(3. 20) Ax,m,c = ——;—'(N+3)N-

Nella approssimazione fatta si & dimostrato tra 1'altro, che la lunghezza di una
- generica orbita i™& &, nel microtrone, data dalla espressione; 2 & r, -(1+1) >\
nel seguito, per brevita, adotteremo d1rettamente quest'ultima relazmne

Se P @& il raggio del foro della cavita, la cond1z10ne di rientro per 1'ennes1ma orbita,
si tradurra semplicemente in:

(3.2_1) v Axtot- < P
e, cioe:
(3.22) ’ , p £ 48

1 >\rf (N+3)N

Pér valutare l'ordine di grandezza di hl" facciamo il seguente caso:

§ =0,5 cmy - N = 10; N =10 cm
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per cui:
(3.22") h &1, 51072
Dall'esempio fatto segue, quindi, che la variazione massima consentita per il coef

ficiente dell'armonica in seno dello sviluppo (3.15) & dell'ordine del 1, 5%q.

Dallo sviluppo in armoniche (3,15) e dalla (3,14') segue invece che, essendo 1'ef-
fettodi AY quello di produrre uno spostamento dei centri delle orbite ortogdnalménte_
&l comune diametro D;, non ne sposta la quota di tangenza nella ''gap", e, percid, 1'ef
fetto dell'armonica in coseno & trascurabile, da questo punto di vista, rispetto a quello
dell'armonica in seno,

D'altro canto, per effetto diun A Y #0, si ha un anticipo (o ritardo) dell'elettrone
sull'istante t in'cui esso attraversa la cavitd rispetto all'elettrone sincrono e, percid,
un anticipo (o ritardo) di fase, rispetto alla fase sincrona, di una quantita:

AY,
(3.23) : SY’l =< —TX—L

rf

(I1 segno meno sta a significare che si ha un anticipo di fasé, se AY & positivo o
viceversa).

Dalle (3,15) e (3.13) risulta immediatamente:

AY . =27 r .h - JTr h
i o,i o 0,i 2

Con un procedimento analogo a quello adottato per il calcolo di 4 X;, segue:

A Yi, = 70(2 ho—ho) (i+1) xrf'

poiche: N

Jy)tot. B %i ) Vi

 risulta:
N

CYYtot. T E(Zho_hz) ?—i (1+1)
ed infine:

d f -
(3. 24) ytot = - > (2h0 -hz) (N+3)N

Si pud ora ragionevolmente imporre la condizione che Cr}” tot Sia minore della
semiampiezza dell'intervallo definito dai confini della regione di fas€’ stabile.

Per una valutazione numerica assumiamo il valore di questo intervallo uguale a
0,16 radianti (¢, f.r. fig, 9) :

Dalla (3. 24) segue quindi:

< 2°0,16

(3.25) (2 b - hz) = (N+3)N

e, per N=10

4 . - ai 4 -
(3.25") (2h_-b,)) =810



30,

Quest'ultima condizione ¢, in effetti, meno restrittiva della (3.22') trattandosi qui
di una condizione sulla differenza tra i coefficienti di ordine zero e in coseno dello svi
luppo (3.15), ‘

Dalla (3,25') possiamo concludere che la variazione dovuta alla differenza tra i
‘coefficienti dello sviluppo in armoniche, che intervengono nell'espressione del AY, de
ve essere minore dello 0, 8%,.

Calcoliamo . infine, per completezza lo spostamento dei centri delle orbite dovuto
alle irregolarita del campo -magnetico,

Sempre con riferimento alla fig, 10 & evidente che la perturbazione indotta dalla
disomogeneitd del campo, produce uno spostamento del centro dell'orbita perpendico-
larmente al comune diametro D, di una quantita ds &~ @ r,.

Per valutare ds, basta osservare che 1'elettrone, ritransita in cavita con una ve

locita v=iv,+jv_ eche, di queste due componenti, solo Vy € incognita, essendo con
buona approssimazione, vy= c, all'aumentare delle orbite. :

Avremo dunque, essendo

o ~ X

c

v
(3.26) ds &~ —% »
c o

Alla N™M& grbita, chiamato 8y il corrispondente valore di 6, sara semplicemente:

(3.27) : (ds)N = ON, Ty N

Si tratta quindi di calcolare QN'
Dalla relazione:
v(t) = vt) + vy (t)

e ricordando che &, per le equazioni (3.7) e (3.10),

Yy = - w(rygAl)
e
2 t
-Y-]_=- W r_o \[ hdt+ao£o+o (_'I:OAlZ)
segue che:
, . /t _
v=- W(EoAlz)‘ w r, hdt+a.oz_‘,mﬁi»bo(z0 I\lz) .
o
La velocita y_(t) all'istante t in cui 1'elettrone attraversa 1l'asse X, ponendo:
Ct=T e+
e data da:
V(T +1') = v(T) + v(T)t'
Approssimando:

W(T) con¥ (T) = - w?r (T) ,
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si ha:
T
v(T+t') = - W(EO(T)AAZ)— N2£0(T) / hdt+a.0£0(T)+bo (EO(T)A_I_Z) - wzgo(T)t'
o
Poiché:
v(0) = - W (r (TIA L) +a r (T)+b (x (T) A L)

¢ la velocita all'istante t=0, sostituendo avremo:

T
v(T+t') -v(0) = - Wz_r_-o(T)t' - WZEO(T) f hdt,
o
Essendo:
2T
.. Ay & By 1 )
tr=-— L T W / h(Y)(1-cosY)dlp
y (o)

si ottiene:

' E 27T - . T
W(T+1)-v(0)= - MZEO(T)--].- e ‘[ h( ¥ ) (1-cos ¥ )dy_] - @ (T) ‘o/ hdt = -

27C ¥ a '
o2 (T) {- L /" ny ap (-cos pray - / B¢ )dy}
o o
Per la componente secondo x si ha:
, 21
(3.28) A (T+t') - vx(O) = w;o(T) / h( Y- )cosY ¥y
o

La (3.28) rappresenta l'incremento Avx della velocita Vy durante una intera orbita,

Alla fine dell'orbita N™2 gj avyra:

N
5.29) . R D A
e, per la (3,28) |
N o 2
= 5
Ve N ‘Vx(O) + /l_i To.i { h( Y )cosy d¥Y

Ricordando ancora che:

o/
h, =—Jl? / n( ¥icosy d¥

(o]
e
2JC r ;= +1) )\rf
si ha:
| W A rf . WA
V=Y O 5 by Z D)=y (0)+ ——— by (N43)N

x, N x,N 2 1 4
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Ricordando che on = vx,N/c si ottiene per 0y la seguente espressione:

Vx(o) .

(3. 30) o ON = < + 2 h2 (N+3)N

Dalla (3.27) mediante la (3, 30), avremo infine la cercata espressione del (ds.)N:

~e
(ds)N N 0

ooN N
e cioe:
(N+1) N h, A
(3. 31) (dS)N = W VX(O) + 2 (N+1) (N+3)N
CAPITOLO 4 -

INIEZIONE DEGLI ELETTRONI NEL MICROTRONE CONSIDERAZIONI INTRODUTTIVE, -

" Sino ad ora si & sempre supposto che gli elettroni fossero relativistici fino dalla

prima orbita: ed & sole in guests appressimazione che le equazioni, date all'inizio,
i) T, = aT
) 1 rf
ii) T =bT
) rf
2WE
’ k
iii) Tk = *2
4B c’

iti)) T, = [a+ -] T,

sono da ritenersi valide per qualsiasi valore di k.

Occorre perd tener presente che gli elettroni, all'inizio del ciclo di accelerazione,
possono non essere relativistici, come, per esempio, nel caso di iniezione mediante estra
zione a freddo.

Sorge quindi il problema di esaminare come vadano modificate le condizioni di sin
cronismo, affinché gli elettroni, che all'iniezione possono avere una energia qualsiasi,
percorrano la prima orbita con un periddo tale da essere sincroni al secondo transito,

I1 moto dell'elettrone, dal secondo transita.in poi, si suppone ancora essere relati
vistico,

Determineremo quindi, in funzione dei parametrl dell'acceleratore quale debba es
sere l'incremento di energia cinetica A€ 1» che bisogna comunicare all'elettrone, al
primo transito in cavita, affinché esso al secondo transito sia sincrono.

Sia:

(4.1) E1 =E +E_+ Asl

1'energia totale che compete all'elettrone immediatamente dopo il primo transito ( A£
incremento di energia cinetica che compete all'elettrone al primo transito),

Introduciamo ora i parametri Cy € Cy, mediante le seguenti relazioni:
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(4.2) | B+ AL, =

in 1 1 o

!
(¢}
=

(4.3) A‘iz} =c, B

ove 4 2’2 ¢ l'incremento di energia cinetica comunicata nel secondo transito all'elettro
ne sincrono, ' - .

La (4,1), per la (4, 2), diviene:

= 4
(4.4) By (1 cl)E0
Poiche alla seconda orbita 1'elettrone & supposto relativistico, per (iii) avremo che:
2 7?E2
(4. 5) T, = ——5
gBe
(4.6) | E,=E + A&,
e, cioé, per la (4.3) ela (4.4):
(4.7) v 'Ez = (1+c1+c2) Eo
la (4,5), per la (4.7) e la (iiii), diviene:
: 2 7L"E0
(4. 8) : T2 = (1‘+c1+cz)=(a+b) Trf
gBe :
Ricordando che:
: : 27T AEk <
(4.9) , ATk,S=-——2——=bTi‘f(k=2,3....)
qBec '
e, A 2,2 s =€ E,» sostituendo nella (4, 8) si ottiene:
\
l+c, +c, - a+b
1 72
(4.10) =
c2 b

Per un microtrone che operi nel modo fondamentale, e cioé pera=2 e b=1, siha:

Ci’ = 202- 1
ma per la (4,2) &: AS  +E
- 1" Tin
°1 E
o
da cui segue:
(4711) (B, + Aé_l) = Eo (2¢,-1)

~ Dalla (4.9) segue, per k=2:
v 2
_ -Trf gBc* _ A of qcB
2 2 cE 2 ITE
o o




Numericamente ¢&:
B A
(4.12) c s gauss, cm
‘ 2 10 679 ‘ *

e, infine, dalla (4, 11), sostituendo la (4.12)

BAf

r
(4.13) (Ein+ A'{»_l)-Eo( 5348 - 1)
La (4,13) esprime quale deve essere l'energia cinetica acquistata dall'eletirone

nel primo transito, per essere sincrono al secondo.

Nel caso del microtrone operante a Frascati si ha:

3
10°x10,7 ~ )
= A L AY) 7
A£1 Eo (’ 5348 1) 0, 510 MeV

essendo B=1000 gauss; " =2800 M.Hz; ( J\rf= 10,7 cm), E; =0

Si presenta, ora, il problema di determinare il valore Ag 1 in funzione della
fase di emissione L/‘i degli elettroni nella cavita, in base ai parametri elettrici e geo
metrici della cavitd stessa. Il calcolo & stato eseguito considerando il campo elettrico
nella cavita e trascurando l'effetto del campo magnetico sul moto dell'elettrone,

Sia V(t)=V_senw t, la tensione applicata ai bordi della cavita, e sia "d" la pro- -
fondita della "gap'.

L'equazione del moto &:

d qV sintwt
(4.14) g . °
dt d

ove p & la quantitd di moto dell'elettrone,

Si ha quindi: -
t
mg V qV
(4.15) pt) = e = —'ch sin (Wt dt+pi
V1 -v2/c2 :
i

con .p; quantitd di moto all'ingresso in cavitd all'istante ti'
Integrando la (4. 15) si ha:
qV
(4.18) p( @, y’i’ p;) = 25 d° (cos Yi -cos ¥') +p,

ove ,oi=‘0ti e Y= wy

Assegnati p, e Y’i, 1'equazione (4.16) si pud risolvere numericamente per v in
funzione di V id equivale a conoscere la funzione:

v=1t] Y, p)

. : . ty
Per integrazione grafica, esséndo d= \/ Uy(t)dt, con tu istante di uscita dello
elettrone dalla cavita, si pud ricavare il valore® di ty corrispondente ai valori assegna
ti: d, t,, p..
A |
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Di conseguenza si pud rlcavare il valore della quant1té di moto py; all'usc1ta dalla
cavrté mediante la relazione (4,16), flssando t=t, ' :

‘Dal valore cosi trovato di- pu, si r1sa1e 1mmed1atamente al valore dell'energia ci
netica corrispondente A 21, in funzione di ‘/01', :

Notiamo, per inciso, che la quantlté‘x = W (ty-ti), chiamata geri,éralmente angolo
di transito, per un elettrone relativistico che attraversi un "gap" di lunghezza d &:
' : : 27 d
4\)(1: -t.) = w —d' S
. “orf
Questa quantita, in generale, non & trascurablle infatti, ad esempio, per una A rf=
=10 em e d=1cm msultax 369, B

Per elettroni non relativistici, l'angolo puo assumere valori considerevolmente mag
giori, come sara mostrato in-un caso concreto,

Nella fig.'11 & riportato il risultato di un calcolo esegmto per una gap” di un centi-
metro di lunghezza e per un'energia di iniezione di 10 KeV € per una )( rf- 10,7 cm,

At |

Vo

10
0.8

0.6

0.2
L | , - FIG. 11

10 3B s0 70 90 10 130 q,";)
Nel.grafico & dato il valore A£ (espressc in KeV) in funzione della fase di emis
sione \/ degli elettroni nella grav1ta, normalizzato al valore di picco della tensione

apphcata alla cavita (espressa in K V),

‘Ogni curva si riferisce a un differente valore della tensione., Se per A 5- si usa
proprio il valore dato dalla (4.13).il corr1sponden1:e V ¢ 1a fase di emissione dell'elet
trone che diverra sincrono al secondo transito in cav1ta :

Va notato, perd, che ai fini di una stabile accelerazione & permesso tutto un 1nte_r:
vallo AY' di fasi di emissione e, precisamente, 1l'intervallo i cui estremi V ''e Y"l'
corrlspondono al secondo transito dell'elettrone in cavita, ai valori ‘Pl S yi’
della fase gia precedentemente definita, e discussa nel capitolo 2, ‘

Per eseguire il calcolo di ¥ ' e )” faremo Y'ulteriore ipotesi che 1'elettrone sia
.gia relativistico dopo il primo transito in cavitd, Questa ipotesi & verificata, ad esem
pio, per il microtrone di Frascati.
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_ Con riferimento alla fig. 12 siano ¥ ;= Wt; e Y = Wt rispettivamente i valo-
ri della fase di emissione e di uscita dell'eletirone al primo transito, 4 1 lafase al
secondo transito e T il tempo di percorrenza della prima orbita misurato dall'istante
tu in cui 1'elettrone lascia la cavita, dopo il primo transito, alllistante in cui 1'eletiro-
ne attraversa il piano mediano della cavita ‘al secondo transito,

‘V( t)= ,V° sin wt

I 0 (L) Tl'. fa ._l
e ; s
b :
! 1
] ) ]
'
]
] (A%
! I
! ]
f i
I, |
v }
%
i X '
- b
R T o
e '
N 1
1 }
IL_ wT :
7 - : - FIG. 12
Se Ty @ I'intero periodo della prima orbita, abbiamo:
' d
4,17 T = -
o TeT - g
dove d & la lunghezza della "gap".
 Siha:
+ X+ =an +
YrX+wr=awt + Y,
e per la(4,17) . v
' 5 wd
+ ‘W - —=— =aWT ,
WX wT - = cawT 4 Y
Essendo poi ’
w
e = 2)\7'? e WT ¢ =27
rf r

si ha:

. anma4
- —— r
pr¥+wr . 24a+Y1

Ricordando che:

27EE1
T, =
qc B
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$i ha .ancora:
27T W E, o
S : /t :
(4.18) ‘/14M+» 1284 5 s \fl ,

qczB ' 2v>\rf

Sostituendo per E 1"es,pi‘essione E;=E +Ej+ A 21 e ricordando. ancora che

Qfe=2R [ AN siha:

2 o
, (2X)” ’ 2Xd
yi+x+qc_‘—vBrﬁ(Eo+Einv+ Aél)— Z‘er 2¢a+ Yl
da cui: ‘
yi,+x‘ + ZEEO + 2 Eo (-Ein‘+ Ag"1 y - d - adt '7"1
2 fr qeB X . qch‘;\rf E, 2N 27T
Nel caso particolare:
‘B .= 1000 gauss, >\rf = 10,7 em
(V =2800 MHz), a=2" si ha:
2/CE
—_— 5 . 1
qc¢B xrf
per cui: -
+ B +
kpi X 14 Ein‘ Asl - d P \/1
2 rc ' B 2 X 2JC
o . rf
per d=1 em, -si ha, infine:
i BV .
E B 360 77 . 360
oppure, essendo » ‘
X - >au - Yi
in =1 ] u Y | . .
B =(1,0474 ) - con YL, Y, YL -espressi.in gradi,

Nel caso ‘di emissione a freddo si ha, naturalmente:

At v,

. ‘ : 1 Y1y
(4.19) 5 = (1, 047+ 360). 360

o
Nel caso particolare \P1= )os, la quantita 4 5-1 assﬁm'era illvﬂalore gia stabilito
in precedenza: A 5_1 =E_.

Si ha, percid, dalla(4.19), la semplice relazione:

= o]
P, 16,994 P,
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‘Insieme all'equazione (4.19), bisogna fare-uso delle r'elazmnl che collegano tra lo
ro, rispettivamente, le grandezze A£1 con ‘p e V’ \f’ } con 50 :

La prima & rappresentata graficamente dalla figura 11.'gid discussa. La seconda
e rappresentata dalla figura 13, La curva, di cui alla figura 13, si ottiene tramite la
_semplice conoscenza della funzione t —f(t) discussabrevemente a pagma 34 e, ricor
dando che:

Sﬂ =ﬂut e . V.=ﬁ)t.:

Per la determlnazwne di- Sﬂ (o-di y "y si procede come segue: si fissa il valore
di “/’1 (o Y‘l), noto ‘'dai calcoli del cap1tolo 2 e si sceghe un valore arbitrario per Vr
In base a quest'ultimo si ealcolano i.valori di Aé -ottenuti tramite la curva di figu-
rall, edi 'fu, che pud essere estratto.dalla curv'a di figura 13, Si sostituiscono, quin
di, questi dati numerici nella (4,19), ponendo :

‘fl.% V’;» (o Y‘;').
[

et

X 3 Yu-¥j (o)

100

40 - ' -

FIG. 13
20 ' R | LI ,1  L TR B l TR e
0 30 50 70 90 no. 130 ¥} ()

Se tale relazmne $1 riduce a una 1dent1ta significa ‘che il valore scelto di V..
c01n01de con V’ (o Y’ ). Se 1'eguag11anza non ¢ verificata si-prende-un altro valore di
Yi e, si r1pete il procedlmento per approssimazioni successive, fino a che 1'identita
- & realizzata soddisfacentemente, ‘ ‘

MODI . DI INIEZIONE, -

~Nei primi microtroni gli elettroni da accelerare erano ottenuti medlante estrazio
ne a freddo dalla cavita, : :

La densitad di corrente elettronica, &, in questo caso data dalla formula di "Fowler-
-Nordheim'': '
D
1=CE2e ©

dove C e D sono costanti del materiale impiegato ed E & il campo elettrico applicata;
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Nel nostro caso E =E_0 »sén W t; per cui:

B

(4.20) senw t

=1 sen’ Wt exp (- )

ove I0 e B, sono nuove costanti funzioni di C, -Eo e D,

L'andamento della (4,20) & mostrato ‘nella figura 14,

A1
0,04 +

0,03 ¢

(uniTa ARBITRARIE)
_o
=

' Do FIG. 14
0° o* {1 90° 120° p=wt

‘L'intensitd di corrente I & massima per Wt=(2n+1) /T/2 (n=0,1,2

ceede)s

Notiamo subito che gli elettroni utili ai fini della accelerazione sono quelli emes-
si o, in corrispondenza dei semiperiodi positivi del campo E(t), o, in corrispondenza
dei semiperiodi negativi, ‘ i

In genere le densitad di corrente che si ottengono, applicando la formula sopra ri-
portata nel caso dei metalli puri, sono molto basse, In figura 15 riportiamo, come esem
pio, un grafico della densitd di corrente in funzione del campo applicato, per diversi ma
teriali,

In pratica percid, ¢ necessario ricercare altri processi che esaltino l'emlssmne
di campo, come, ad esempio, lo stato di ossidazione delle superfiei o che comunque fa

voriscano- la generazione di elettroni, come: fotoemissione,

emissione termoionica, e-
missione secondaria, etc, ’

Se si ritiene, comunque, valido un andamento della corrente di emissione del tipo
rappresentato in figura 14, si pud definire: "coefficiente di utilizzazione ” (rendlmentq)"
per 1'1n1e21one ‘il rapporto tra l'area della curva di cui alla figura 15 compresa tra Y
e Y e l'area totale estesa a tutto 1'1nterva'1'10 o4/ ;in formula:

AT

(4.21) : 7
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_ Nella seguente tabella riportiamo una serie. di valori del coefficiente di rendimen
to, sopra definito; ‘degli angoli V' e V ." calcolati seguendo il procedimento descritto
a pagina 37, in base ai dati .d.ellMilcrotronle di Frascati e relativamente alle curve, di
cui alla figura 9, ' '

TABELLA 1T

Y I P B2 B2 N N T T
A 530KV | 1020501 93° | 108° | 700 82° 65° 25
B 540 " 106°50" | 96° | 114° 74° 86° 69° 27

| c 560 " | 112940 98°% | 121° - 80° 90° | 77° 26
D 570 " 114950' 102° | 119° 83° 90° 80° 20

B 590 " | 119° | 117° | 121930 86° | 90° 85° 11

Notiamo, per inciso, che il valore massimo del rendimento "7 si ha proprio in cor
rispondenza -della curva B rfelativa' a un valore di: V s =( Y s)ot‘t ~ 107°,

Sperimentalmente si & potuto v‘erificare che, in genere, solo il 10% della eorren-
te estratta dalla cavitd viene accelerata, per cui il rendimento ’7 cala ulteriormente,

Questo risultato, porta come. .conseguenza che tutti i microtroni con estrazione a
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freddo hanno una bassa 1ntens1ta di corrente, con un fascio in uscita dell'ordine del mi
croampere. .

Allo scopo di'aumentare 1'intensita d1 corrente, sono stat1 progettati e realizzati
i seguenti altri metodi di iniezione, che passiamo, ora, brevemente a descrivere,

Essi sono:
° - Iniezione mediante catodo in cavita
e - " - conun fascio di elettroni
e - " a due cavita
Ive - " alla Kapitza.

Il primo metodo & stato realizzato ¢ descritto da Reich. In questo caso si & usato
un catodo filiforme -del dlametro di 0,4 mm, situato verticalmente nel punto K (v, fi-
gura 16 aeb) ‘ »

\
FORO  CAVITA
CATODO

CAVITA

|
]
B’ '
f; | @@@
=

ANRANNNRN I A \\NRANNNN

(a)

FIG. 16

L'intensita di corrente misurata alla 3° orbita, risultava 500 A a per impulso,

La forma della cavitd era toroidale con i coni di profonditd diversa, per consenti
re l'emissione; il pili possibile nel centro della cavita, Il secondo metodo & stato adotta
to nel microtrone svedese di Lund, sfruttando il fascio di un cannoncino elettronico po-
sto immediatamente vicino alla cavita, Per meglio sistemare la sorgente di elettroni &
stata modificata la forma della cavita, che & ora asimmetrica, come risulta dalla fig, 17.

Al cannoncino elettronico con filamento di tungsteno, & applicata una tensione ne-
gativa pulsata. di 75 KV, indipendente dalla tensione applicata alla cavita. La corrente
emessa, misurata alla decima orbita & di circa 20 ma. Il terzo metodo, consiste nello
adoperare una seconda cavitd chelavorialla medesima frequenza della cavita principa
le del microtrone (v. fig, 18). La sorgente di elettrom puo essere, o, un catodo K, po
sto esternamente alla cavita, o, la cavita (I) stessa ove, perd l'emissione a freddo &
~esaltata da uno speciale dispositivo nella superficie interna delle pareti metalliche, con
sistente in un sottile deposito di Aquadag in prossimitad dei bordi del foro della cavita,

Se nel sistema di alimentazione per l'iniezione mediante estrazione a freddo nella
IO cavitd, si introduce un dispositivo di 'phase shifter', si pud selezionare lo sposta-
mento di fase tra le oscillazioni nello iniettore e la cavita (II), in modo da realizzare



42.

un'iniezione di corrente in fase stabile nella cavita principale; & stato calcolato che il
coefficiente di cattura pud. raggiungé’re in tal caso, il 70% e l'intensita di corrente dopo
il primo transito, per una A = 3cm, &dio0,3 amp, per impulso, e, per A =10 cm, &
di 0,9 amp, per impulso. Fino ad og'gi una realizzazione pratica di cavita iniettante ¢&
stata fatta una sola volta, Ambedue le cavitd erano alimentate dallo stesso magnetron,

(1) cannonciNo ELETTRONICO

FIG. 17

@ RISUONATORE DI INIEZIONE

@ RISUONATORE ~~ PRINCIPALE

@ CATODO CALDO

FIG. 18

Nel quarto modo, noto come iniezione alla Kapitza, la maggiore novita & costitui-
ta dalla forma della cavita, che 2 cilindrica invece che toroidale (v. fig. 19).

I1 catodo & ora situato all'interno della caviti stessa a una distanza R;.=1,75 cm
dall'asse della cavita, Il valore di R). & stato calcolato con 1'ausilio di una calcolatrice
(vedasi appendice). Il catodo era costituito da un cubetto di boruro di lantanio (Ly Bg)
con una superficie raggiunte di 2 mm?2, riscaldato a 1600°C mediante un filamento di tan
talio, La densitad di corrente. di emissione per un campo in cavitd di 350 KV /cm, era di
200 amp/cmz. La cavitd usata aveva un diametro 2R =17,66 cm, e una lunghezza L =
=1,63 .em, Le prove sono state fatte su un microtrone avente poli di 70 cm di diametro
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e l'altezza della camera a vuoto, ‘da essi racchiusa, era di 11 cm,

@ CATODO CALDO
A4 o

oy -

FIG. 19

L'intensita di corrente misurata alla 12™2 orbita era di 15 mA con'una energia
di 7 MeV, Il modo di funzionamento era quello fondamentale.

Come si & visto nel Capitolo 1, uno dei maggiori inconvenienti del microtrone &
il basso valore del campo ‘magnetico che si ottiene in corrispondenza a valori prefissa-
. ti dei parametri a e b e quindi il basso valore dell'energia massima ottenibile con un
magnete di dimensioni ragionevoli; né alcuno dei metodi precedentemente descritti per

‘mette di aumentare il campo magnetlco guida e quindi l'energla degli elettrom senza
far variare il raggio dell'orbita da essi descritta, '

Per otténere un miglioramento in questo senso, & stato progettato, sempre dal
gruppo Kapitza, un diverso sistema .di tralettorle elettroniche a11'1nterno della cav1ta
cilindrica; :

Esaminando la flg. 20, si vede che il catodo & stato messo molto vicino all'asse
della cavita, ed, il fascio di elettroni, prima di lasciare la cavita, passa attraverso un
foro ausiliario A; situato nel piano dell'orbita, dalla stessa parte del catodo K,

@ CATODO CALDO

FIG. 20

In questo modo un elettrone emesso dal catodo K (v. fig, 20) con una energia E;,
per azione del campo magnetico, compie una semiorbita di raggio r, prima di usc1re
dalla cavita attraverso il foro ausiliario A. Il campo magnetico alternato, crea all'in-

_terno della cavitd un campo elettrico non conservativo, secondo la legge rotE = -
-9 B/ dt., per effetto del quale, durante il tragitto in cavitd, 1l'eletirone acquista

una energ1a cinetica E', che si somma all'energia di iniezione El, e la cui espressione
e:
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(4;22) E}l:_qf‘_lzxi:—q/ fO,tE_XI_lds=q éat %(B)=q}f~§f’ g?
. . . " S ) ’

Intendendo come orbita completa il percorso compiuto dall'elettrone dal punto Q
al punto Q, e, comprendente un solo transito in cavita: si vede (v. fig. 20), che per la
traiettoria realizzata nel II9 tipo di iniezione: alla Kapitza, la prima orbita & pitt lunga
“dell'orbita, come da noi definita, 'di un arco KA + AQ durante il quale 1'elettrone acqui
sta una energia uguale alla somma della energia con cui & stato emesso E;, e dell'enér

gla comunicatagli dalla radiofrequenza, E'.

Alla fine della prima orbita 1'elettrone avra una energia totale:
(4.23) ' : . E_=E +E, +E'+AS§
. 1 o i.
Percit & come se l'energia di iniezione venga incrementata di una quantita E',

Dalla equazione: -

By

(4.24) | ) chk: _E_

“si vede che & possibile determinare in infiniti modi il valore dell'energia e del campo
magnetico, pur mantenendo ‘costante il loro rapporto,

11 problema consiste nell'armonizzare i valori dei parametri del microtrone in mQ
. do tale che a parita di raggio, si abbia una energia maggiore e quindi dalla (4. 23) per
verificare Ia (4. 24) é necessario aumentare il campo magnetico guida,

Dall'esame della tabella IV, dove nella riga superiore sono riportati i valori dei
parametm relativi al IO tipo di iniezione alla Kapitza, e, nella inferiore i valori relati-
vi al IIo tipo, si vede che sono rimasti invariati, il raggio R della cavita, il modo di o-
perare scelto per 1'acceleratore, che & .sempre quella fondamentale e la lunghezza d'on
da; mentre, il valore del campo magnetico guida, la lunghezza della "gap" della cavita,
e, la tensione applicata, sono quasi raddoppiati.

' TABELLA IV .

Modo { R. cavita d "gap" R, , catodo Tensione A .Cam.po ma
: ‘ k ‘ , rf gnetico

g:f 3,83 ecm | 1,67cm | 1,75 cm 640 KV | 10cm | 1180 gauss

a=2 : ’ I a3

b1 3,83 em | 2,31l cm 0,32 cm 10° KV - 10 cm 1940 gauss

Tenendo presente quanto detto, riassumendo avremo: nel I° tipo di iniezione, essendo:

E1 =2+ 2,4 volte Eo

‘sara:
AL =1+1,2 volte E_
B =1+1,2 volte Bc

Nel II° tipo di iniezione, essendo:
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E, =3,6+ 4,4 volte E .
: 1 o
sara: .
A€ =1,8+2,2 volte' E
B =

1,8 + 2,2 volte Bc

dove: B, =2 JCEO/q P\rf = 1070 gauss, & il campo magnetico di ciclotrone, gia definito;
E;, & l'energia totale che compete all'elettrone- alla fine della prima orbita;
AL , & l'incremento costante di energia per transito acquistato dall'elettrone,

Riportiamo, per confronto, i valori degli stessi ‘parametri, nel caso di iniezione me
diante .estrazione a freddo:

B =1+1,2 volte B_
E; =2 volte E,
Aé = E

(o]

Un microtrone con cavitd cilindrica offre, rispetto agli altri tipi di cavitd realizza
ti, i seguenti vantaggi: & piti compatto, consente una maggiore possibilitd di modi di fun-
zionamento, la costruzione della caviti stessa ¢ molto pilt semplice e la lunghezza della
medesima si pud fare maggiore che nelle cavita toroidali, (fino ad alcuni centimetri).
Tutti i parametri relativi al moto dell'elettrone in cavitid sono direttamente calcolabili,
(vedi appendice ''Studio del moto di un elettrone nel campo elettromagnetico all'interno di
una cavita cilindrica').

CAPITOLO 5 -

APPLICAZIONE DEL CRITERIO DI FOCHEGGIAMENTO ALLLA THOMAS NEIL CASO DEL
MICROTRONE -

In questo capitolo sara proposta una modifica per realizzare un microtrone con
possibilitd di focheggiamento mediante 1'uso. di un magnete settoriato, Tale modifica con
siste nella sostituzione del campo magnetico-guida a gradiente nullo con un campo a gra
diente alternato, ottenuto mediante introduzione di settori magnetici fochegglantl

In tale maniera, & possibile realizzare un regime ‘di accelerazione nel quale si ha
stabilita per le oscillazioni assiali e radiali di betatrone risultanti,. Lo strumento mate-
matico per il calcolo della stab111ta d1 dette oscillazioni & il metodo delle matrlcl

Per oscillazione di betatreone s'intende il moto oscillatorio attorno all'orbita 1dea1e
imperturbata, chiusa su se stessa e giacente nel piano mediano dell'acceleratore, descrit
ta da una particella sincrona.

Per oscillazioni radiali (od orizzontali) s'intendono quelle oscillazioni che avvengo
no nel piano mediano orizzontale (x - y); per oscillazioni verticali (o assiali) quelle che
avvengono parallelamente all'asse secondo il quale & diretta il campo magnetico: nel no
stro caso, l'asse z,

Definiremo indice di campo la grandezza:

~dB/B _ dB
dr/r T dr B

]
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il segno - & una convenzione affinche sia maggiore di 0 l'indice’ perun campo il quale
decresca all'aumentare del raggio,

Qualitativamente si pud dire che si ha stabilita assiale se:
O <« n < + 00

stabilita radiale se:
- < n=< +1

stabilitd in entrambe le direzioni se:
0 <n<+1

hil campo non deve essere uniforme, deve cioé, decrescere radlalmente ma non
pitt rapidamente del rapporto B/R,

Per un'analisi quantitativa della stabilita orbitale faremo le seguenti ipotesi-

1°) Si supporra che le particelle v1agg1no sempre con velocita costante; proprleté
gia vera per gli elettroni a bassa energia,

20) Si trascurano sia il processo che il risultato della accelerazione essendo il pro
blema attuale non tanto di stabilire perché avviene il moto e come, quanto di vedere:se
l'orbita descritta & dinamicamente stabile,

30) Si tratteranno separatamente il moto assiale e radlale di betatrone ipotesi
valida nel caso di oscillazioni di piccola ampiezza,

Le equazioni - differenziali che descnvono le p1ccole oscillazioni assiali e radiali
di betatrone sono le equazioni di Kerst- Serber

(5.1) ‘_§L2_+ RE g
d s $
: 2
(5.2) d x2 + (1- r;)x =0
: d. s 9 .

La {5.1) & 1'equazione per il moto assiale e la (5.2) per il moto radiale; z e x so
no lo spostamento dall'orbita’ di equilibrio assiale e radiale mspettwamente 11 s1stema
di coordinate scelto & un sistema d1 asc1sse curvilinee:

x = x(s); y = y(s); .z = z(s)
ove ds=R W dt con R raggio di curvatura dell'orbita imperturbata,

¢ ¢ il raggio di curvatura dell}'orbita‘ perturbata.

Le soluzioni z e dz/ds, x e dx/ds delle equazioni (5.1) e (5 2) che forniscono lo
spostamento assiale e radiale e 1'1ncllna21one dell'orbita, possono eSpr1mers1 sintetica
mente mediante un vettore:

(5.3) z, =| e X, =
( dz : ( dx
ds 3 | ' ds
ove l'indice i si riferisce al particolare settore attraversato. L'azione di ciascun ele-

mento dell'acceleratore & espressa dal prodotto 2x2 delle matrici di trasferimento appli
cate ai vettori Z e X
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CALCOLO DELLA MATRICE DI 'TRASFERIMENTO. -

La soluzione generale dell'equazione (5.1) & del tipo:

1 L
: C 2 . 2
: n ds n ds
(5. 4) - Z = A cos —— + B sen
- , ¢ . - 8
con A e B costanti,
L'inclinazione dell'orbita & data da:
1 1 1 s
2 : 2 2 2
dz n n ds n - n ds
(5.5) — = - A sen + B ¢cos ————
ds 8§ S S S

Se con llindice 1 intendiamo la regione dello spigolo .del magnete ove la particella
inizia il suo tragitto nel sistema focheggiante, avremo che a questo punto s=s; =0 ele
equazioni (5 4) e (5.5) danno le condizioni iniziali

=g - dz az
(5.6) sz e (g )
Le (5, 6) danno per le costanti A e B:
o - o (82 1
(5.7) A-z»l, B g(ds) T
2

Se m & la lunghezza del percbrso compiuto dalla particella entro il settore magne
tico, misurata lungo l'orbita di equilibrio, alla fine del settore dove s = Sy =m, la posi-
zione della particella e l'inclinazione dell'orbita sono date rispettivamente da:

1 Es
‘ - N 2 m v n 2 m
(5.8) Z, =1z, cos 5 »+,—1» (—d?) senT—
- 1
2
n
L s L
: ' dz n 2 ’nz-m dz.  n’m
(5.9) e, T T e Ty ) s T
le (5.8) e (5.9) si .poésonb esprimere col formalismo delle matrici nella seguente manie
ra: : :
1 , 1
2 g 2
A cos 22 sen ——=2 z
2 g 1 ¢ 1
2
- n

(5.10) = 1 1 1

(_____dz) -2 : sen — “m cosnzm (__dz)

ds ', : § 8 9 ds
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La matrice:

1 R
2 | S 2
cos n 0 1 sen n 0
(5.11) 1 1 1
n 2 . 2 2 m
- sen n 4] cos ' n 0 con O =
3 g

¢ detta matrice di trasferimento per il moto verticale e si indica con Mys; simbolicamente:

291 899

Analogamente,  dalle (5. 2), si ricava la matrice di trasferimento per il moto radia-
le: Mg, che ha la seguente espressione:

‘ 1 1 1
cbs(l—n)29 P(l-n)z sen(l-n)zo
(5.12) M, = f %_ - 1 1
—(—1;9“)—sen (1—n)29 cos(l-n)ZO

Anche qui, con analogo simbolismo, si indichera la matrice MR con:

211 by

b21 b22

Con riférimento alla fig, 21 che rappresenta, schematicamente, un microtrone a
due settori, si vede che, quando la particella esce dal primo settore incontra una regio
ne detta "regione diritta" ove non esiste campo magnético. L'effetto di tale regione si
ripercuote unicamente su una variazione dello spostamento (z o x) che aumenta propor -
zionalmente al perco?so, ma non altera minimamente 1'inclinazione, Si pud esprimere
quest'effetto mediante una matrice del tipo:

(5.13) ]
! 0 1
ove s & la '"lunghezza azimutale" della "sezione diritta''.

La (5,13) insieme alle (5.11) e (5.12) da in forma di matrici, le seguenti espres
sioni: ‘
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. z3 | 1 s avll a12 z1
(5.14) ‘ = '
dz : : ‘ dz
(as”) o 1 31 - 2a2 s
3 : . 1
[ *s oS Pz { | X
(5.15) = ) :
dx - o e dx .
‘(ds )3 0 1 b21 b22 (ds )1

ove con llindice 3 ci si riferisce al termine della ''sezione diritta'.

@) 1 settore
11 Settore
@ cavita

FIG. 21

Ricerchiamo, ora, le condizioni di stabilitd del moto perturbato. Le oscillazioni
radiali ed assiali descritte dalle equazioni (5.1) e (5.2) hanno in generale espressioni
del tipo: ‘ ' ‘ ' :

xN Ax cos (8+N S‘X)

= + .
zy Az’ cos (0+N E’z)

(5.16)

ove N 2 il numero dei settori attraversati.

Le qﬁantité €, e @x rappresentano il cambiamento-di fase delle oscillazioni di

betatrone per settore,. Quindi N ?z e N S~ saranno, rispettivamente, lo spostamento

totale di fase dovute all'intero percorso magnetico costituito dagli N settori.
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La frequenza delle oscillazioni sara data, percid da:

"N & N &
M = = Vo=
z 27 x 2

Gx e S‘Z sono legaté alle tracce delle: matrici NR ‘e My, dalle relazioni:

cos S =—1—TrM‘=1—(b +b_.)
X 2 2 i

1
cos &, =57 TrM>=E‘(a +a,,)

La relazione che fornisce il criterio di stabilita assiale ‘e verticale & dato dalle di
suguaglianze: :

-1 < cos €Z<+1

-1 < cos 64x<+1v
e cio® semplicemente:

-2 £ Tr M_ < +2

R

(5.17) —2<TrMV<+2

INTRODUZIONE DEI CRITER!I DI FOCHEGGIAMENTO DI BORDO (Edge Focusing).

Sinora abbiamo esaminato l'influenza di un settore magnetico focheggiante e di una
"sezione diritta' sul percorso della particella; occorre, perd, osservare che anche la sa
goma e l'inclinazione degli spigoli del settore magnetico influiscono, focheggiando sia
assialmente che radialmente, sulle traiettorie delle particelle,

Come & noto, ai bordi di un magnete il campo non cade bruscamente, ma le linee di
forza s'incurvano verso 1l'esterno formando il cosidetto '"flusso disperso' (fringing field),
L'azione del flusso disperso si pud sfruttare, ai fini del focheggiamento, sagomando op-
portunamente i bordi di ciascun settore magnetico. Per esempio, se i capi del magnete
sono tagliati in maniera tale che le due facce terminali non solo siano verticali ma anche
normali all'orbita di equilibrio nella "sezione diritta', allora le linee di forza del "flus
80 disperso' ; nhon hanno componente radiale, Se, invece, i capi del magnete fossero ta-
gliati con le facce ancora vert1cal1 ma ruotate in modo tale da non essere pii perpendico
lari all'orbita di equilibrio nella ''sezione diritta" allora il "fringing field" ha una com-
ponente radiale che pud essere diretta verso l'esterno o verso l'interno,

‘ In fig,22 sono mostrati tre modi diversi di sagomare le facce del magnete che si
suppone visto dall'alto, I tre casi (a) (b) e (c) corrlspondono ciascuno ad'una diversa po-
sizione rispetto alla traiettoria nella ''sezione diritta" '

" Detto § 1'angolo formato dalla normale n allo spigolo e dallatangente alla traietto-
ria nel punto in cui essa incontra le facce del magnete, si pud stabilire il seguente cri-
terio:

1) Se la normale n giace esternamente al percorso della particella I'effetto dello
splgolo del magnete ¢ fochegglante in senso verticale e defocheggiante in senso radiale,
. in'tal caso assumeremo: &> 0 (v, fig. 22a).

-'2)-Se la normale n giace internamente al percorso della particella l'effetto dello spi
golo & focheggiante radialmente e defocheggiante assialmente (v. fig, 22¢), intal caso assu-
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meremo: &( 0.

FIG. 22

6§<0

Diamo ora una valutazione approssimata dello spostamento, sia assiale che radia
le, indotto dall'azione focheggiante dello spigolo: '

a) - Spostamento assiale. -

Consideriamo un magnete per cui sia S> 0 in modo che la particella sia focalizza
ta assialmente, : '

Nella fig, 23a e nella fig. 23b sono rappresentate le componenti del flusso disperso
nel caso di un magnete .a spigolo inclinato-con § positivo, La fig.23a rappresenta una
sezione verticale .del settore visto-dal centro della macchina. La fig.23b & una vista
dall'alto. dello stesso settore, In questa figura & rappresentato 1'andamento del campo
magnetico a una quota z > 0. :

> ' ///N/ o

Nz N

(a)

FIG. 23
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Per effetto della componente radiale By, sen § dello By, (componente orizzontale
del flusso disperso), la particella & soggetta ad una forza:

-qu sen §

che tende a portarla verso il p1ano med1ano, si ha, dunque:

dvZ q
(5.18)‘ & - M B sen §
dv 1 dlg
con dsz pla ) - e M massa della particella,
dat”

Integrando la (5. 18) tra un punto 3; lontano dal magnete, ove non vi sia l'effetto
del flusso disperso, e un punto S interno al magnete, dove il campo & dato dalla sola
componente assiale BO’ avremo, con riferimento alla fig, 23a:

Sy Sy Sy :
/ de='Kc/l[_ / BhthcosJ ds=-—1;1/[ftg8 / 'thosd‘ds=
S1 Sy 51

Sy
= —13[— tg & B, x ds
51

Essendo Mv =qB§ avremo, introducendo il raggio di curvatura del magnete 9

dz_ 4z, ___9 =_ 2
(6.19) s, e s,” Mv B,ztg & e ted

La (5. 19) rappresenta la variazione dell'inclinazione verticale dell'orbita nell'at-
traversare la ''regione di flusso disperso'., Il segno meno nella (5, 19) significa che si

ha focheggiamento assiale per & > 0.
b) - Spostamento radiale. -

Sia ancora & > 0, Consideriamo le traiettorie A e B di due particelle che viaggia
no ad una distanza x l'una dall'altra. Con riferimento alla fig. 24 si vede che all'istante
in cui la particella sulla traiettoria B raggiunge lo spigolo, la particella sulla traietto-
ria ‘A & penetrata di un tratto: d=xtgd§ e pertanto deflessa di un angolo

(5. 20) $ =x/s)teS

La (5, 20) rappresenta la deflessione indotta da uno spigolo inclinato rispetto alla
orbita,

Introduciamo, ora, la matrice che tiene conto degli effetti di bordo di un settore
"magnetico, mediante le cons1deraz1on1 che seguono,

Quando una particella attraversa la ''regione di flusso disperso" quest'ultima si
comporta approssimativamente come una lente sottile, per cui lo spostamento (generi-
co) y (verticale o radiale) rimane inalterato, Ne consegue che y= y1. ()

La inclinazione y= (dv/ ds) della traiettoria viene alterata di una quantitd pro-
porzionale allo spostamento y, Se, sempre mantenendo 1'analogia ottica, indicati con
$ z © 2z rispettivamente 1'angolo di deflessione e lo spostamento verticale, e con § x
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e xrl'angolo e lo spostamento radiale, definiamo "potere diottrico' dello spigolo del
magnete, la quantitd 1/f; avremo:

Z x
dove:
fz = - t:é (il segno - dindica che si ha focheggiamento ver
ticale per 5> 0)
(5.21) e 9 _ ‘
f =+ (i1 segno + indica che si ha defocheggiamento ra

x tgd diale per &% 0)

§ & il raggio di curvatura locale, n

-— B
x .
-+ A
(DN,
p
FIG. 24

Pertanto se la inclinazione delle traiettorie all'ingresso della lente magnetica
era y'1 il suo valore, all'uscita sara cambiato di una quantita:

Y1
-
avremo ciod: ‘
(o | ¥ ey 2
) VRN T Ty

Le (oK) e (A ) si possono esprimere sinteticamente dalla relazione:
1 0 ¥y

¥
y! 1/t 1 yfl
Va tenuto presente che l'attuale trattazione presume valida la cosidetta appros
simazione di "hard edge', nella quale si considera perfettamente definito il confine
tra la regione ove esiste il campo magnetico e la regione che ne & priva, ‘

Nel caso particolare di un microtrone a due settore l'espressione completa della
matrice My, che descrive il moto verticale é&:
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1 1 1
1 of| cosn’e Sn %gen n’ @ 1 0 1 1/
5.22) M_ = 1 X
( v = 1 1
n? 2 2
0 1 —g—sen‘n' 0 - cosn O 0 1 0 1
dove la: 1 l l
‘cos n2 0 Cn 2"sxen n2 e
(5.23) 1 1 1
2 - —
n 2 0
- ? senn © cos n
¢ la matrice di trasferimento,
. La:
] .
(5.24) ‘ : 1 1/8

0 1

& la matrice della ''sezione diritta’” ove 1 & la lunghezza della''sezione diritta"e la ma
trice unitaria sostituisce la matrice di bordo essendo O =0, Analogamente, peril moto ra
dialé si ottiene:

1 L
2
1 0f{|cos(1-n)“0 sen (1-n)
= x
Mp _;_ 1 1
0 1 -%L sen(l-n)29 cos (1 -n)2 0
(5.25)
Jr o) {1 1/8
p.4
0 1 0 1

Tenendo ‘conto che in un microtrone a due settori 0= si ha per le espress1on1
delle tracce rispettivamente:

1 1 1
(5.26) Tr, M, = 2 cos n2fC . n2 ‘sen n2JC‘
‘ v R
v 1 1 1
2 1 2 2
(5.27) Tr. M_ = 2cos {(1-n)°" & R (1-n) sen(1-n)" T

R

Dalla precedente trattazione risulta che affinché una particella rientri in cavita
per la necessaria accelerazione, deve essere n costante lungo una data orbita all'inter
no di un determinato settore, potendosi, peraltro, concentrare le variazioni di n, sfrut
tando opportunamente 1'azione focheggiante degli spigoli, tra un settore e 1'altro. E!
ovvio che tale sistema non & applicabile al caso di un microtrone a due soli settori, ove
1'angolo d'incidenza ‘& nullo, e, poiche tutte le orbite debbono coincidere nella cavita,
deve essere necessariamente n=0, Ci siamo valsi di questo esempio per meglio chia-
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rire la metodologia fisica del focheggiamento in questo tipo di acceleratore,

Per mostrare come si possa sfruttare 1'azione del '"focheggiamento di bordo", man
tenendo n=0 nei settori, tratteremo il caso di un microtrone a quattro settori, ciascuno
di 90° (v, fig,25), nel quale le due meta, a destra e a sinistra della cavita, sono l'una la
immagine speculare dell'altra.

@ 1 Settore
11 Settore
© cavita

(©m settore
@ IV Settore

FIG. 25

In tal caso, la matrice di trasferimento si riduce, essendo €= 75/2, a:

cos 0 Q sen0 0 e
(5.28) Msec.R = =
L sen 0O " cos @ - L 0
S A
v 1 R0
(5.29) Msec.V B
’ 0 1

La matrice verticale & equivalente a quella di una sezione diritta di lunghezza <%0,

Per quel che riguarda gli spigoli dei settori magnetici, si ¢ pensato di far dipende
re la variazione di n dalla scelta di 82, lasciando é‘l fisso.
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Poiche i settori non sono identici, il problema - sostanzialmente - consiste, non
tanto nel trovare la periodicita del moto di betatrone, quando la frequenza di rivoluzione
1) che @ legata alla variazione di fase dalla relazione: ‘

N6~

V=
2 I
essendo per un'intera rivoluzione, 2 cos& = traccia della matrice e N il numero dei set

tori.
Daremo, ora, l'espressione completa, per un intero periodo, delle matrici vertica
le e radiale, partendo dalla sinistra della cavitd e procedendo in senso orario. Avremo:

per il moto radiale:

1 0 0 S 1 0 1 11 /f 1 0 0
=N 1 1
0 1 - T 0 T1 1 0 1 T2 1 - T 0
1 0 1 12/9 1 0 0 S-’ 1 0 1 11 /’)
(5. 30) X
’ 1
0 1 0 1 0 1 -9 0 T2 1 0 1
1 0 0 1 0
g 1L /p
T 1] |-+ of] o
1 ® 1 0 1
con
tg 81 tg 6‘2
T, = - T, =—aG—
1 S 2 A)
Nella (5. 30) si sono trascurati gli effetti nella cavita,
Per il moto verticale avremo:
1 0. 1
e0 1 0 1 11/_? 1 0 1 Lo
MV =
0 1 0 1 T1 1 0 1 T2 1 0 1
(5,31)
1 0 1 LJp 1 0 1 Qo 1 0 R
X
0 1 0 1 0 1 0 1 T2 1 0 1 /
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1 0 1 e 1 0 1 12/3’
(5. 31)
T, 1 0 1 0 1 0o 1
con
-2 1 9 2 9

La traccia di MR ¢ data da:

' 2 11 1 li 1y
= =2+ +T,_)+ T - - +T_)+
tr.Mp =2 cos 6} =2+41) (T +T,)+41 T, T, -4 T 2 53 (T,+T,)
(5.32) 2
1, 1)
12
+
94
e la ti'accia MV & data da:
' o . 2 9
Tr M, = 2c0s €, =2+T +T,) [ 41;+41,+8  0+T T, (21 15+2171,+101 1, § 0+

2 2 2 2 , ' 2
+1011 §$7e +211_ S 9)_] +11 %0 [4(T1+T2) +8T1 T2] +1112 [2(T1+T2) +
(5. 33) ' )

TT+1(T+T)+

+4TT]+41 3 o(r,+T,) %4 § 20%(T 4 )Pl T, "

2.2,2 2 2
1;(5+41, & 0+4 8707

Queste espressioni si possono semplificare notevolmente se Ty =-Tgy=1: cioe, se
\S \ = l &2l=45°. Cid da origine ad un campo che aumenta col raggio e percido n ¢
negativo,
In tal caso abbiamo:

: _ 12 2.2
(5., 34) Tr. Mg = 2 - 411 - .411 12+11 L,
(5. 35) Tr. M, =2-81,0-41 1 - 42 +1212+ 1% 0+ a1 o?
> To My T T e 1 1727 %
Per il criterio di stabilitd deve essere:
’ <
(5. 36) | Teag | <2 e |remy, | <2
e cioe:
2 2
a) 4\111‘+ 411 12 - 11 12
.\ 2 2,2 2 2 2
by 81 9+4111 +41, - 112-411120—4119 20
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con 1, edl, misurati in unita di 5.

Dalle condizioni (5, 36) segue che si ha stabilita:

nel caso a) per:

41:2
(5.37) 1>
1 12—4
2
nel caso b) per:
412+80
(5. 38) l1 >

2 2
(12+4129+40 - 4)

Le (5.37) e (5. 38) stabiliscono le relazioni alle quali devono soddisfare le grandez
1° 2, e 0 perche s'abbia stabilitd sia assiale che radiale.

Un microtirone, realizzato secondo lo schema descritto presenterebbe su quello a
gradiente costante il vantaggio di ridurre notevolmente lo sparpaghamento del fascetto
elettronico.

Infatti, come & noto, uno dei difetti del microtrone tradizionale & la notevole per-
dita di elettroni nelle orbite esterne, dovuto al fatto che il campo, in realtd, decresce
all'aumentare del raggio: per esempio, nel caso del microtrone di Frascati, un campo
di 1000 gauss si pud ritenere con buona approssimazione uniforme solo fino a 15-16 em
dal centro della camera a vuoto; per distanze maggiori esso precipita rapidamente.

el

Per questa ragione occorre contenere il numero delle orbite e qu1nd1 1'energ1a otte
nibile,

Nel microtrone a 4 settori, il campo, invece, aumenta all'aumentare del raggio
(n € 0): & quindi possibile sfruttare anche le orbite pit esterne e quindi avere un fascio
estratto meglio collimato ed energie maggiori,

CAPITOLO 6 -

INFLUENZA DELLA FORMA DELL'APERTURA DI TRANSITO DI UNA CAVITA! CILIN-
DRICA SUL MOTO DEGLI ELETTRONI, -

Consideriamo 11 moto verticale degli elettroni in un microtrone che ha una cavita
di forma cilindrica,

Nella fig, 26 & indicata una sezione del microtrone, eseguita sul piano mediano, .con
tenente la cavita e un'orbita.

Sia il campo elettrico E, dovuto alla radiofrequenza, diretto secondo l'asse y e sia
il campo magnetico-guida ortogonale al piano della figura,

Le forze che determinano il moto verticale, cioé, secondo l'asse zZ, sono:

a) - in prossimita dei bordi delle aperture di transito della cavita, la forza E =qE,,
dovuta alla componente verticale E_, del campo elettrico di accelerazione,

b) - all'interno della cavita l‘a forza Fz—qV Hx dovuta alla componente orizzon-
tale H, indotta alla variazione in cavita del campo’elettrico Ey

Calcohamo ora l'espressione analitica di E, per una cavita sempre cilindrica, ma
per diverse forme di aperture di transito.
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Tn+1,Ppel '
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]
a
Q
in

n@A ORBITA

FIG. 26

In prossimita dell'apertura di transito, dalla equazione div E =0 risulta quanto
segue: '

I°) - Caso in cui 1'apertura di transito sia un foro circolare. Esprimiamo la divergenza
in coordinate cilindriche e assumiamo la z come coordinata radiale, Ne segue:

o)

i— % (zEz)+—eyL- =0
da cui:
E, aEZ ’aEy i
(6.1) - T3, t ,ay-o
in prima approssimazione, cioe& per piccoli valori di z &:
BEZ ’aEz
Ez(z) = EZ(O) +z 5 sz 5, essendo EZ(O) =0;

sostituendo nella (6.1) si ottiene:
zZ QEZ
(6. 2) E = o =
z 2 Qv

II°) - Caso in cui l'apertura di transito sia una fessura rettangolare con il lato maggiore
parallelo all'asse x.
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Esprimiamo ora la divergenza in coordinate cartesiane ortogonali,

In tal caso si ha:

3E, QE
(6.1') 3§-+ 5= =0
ma per piccoli valori di z & ancora

9E OE
E (2)=E,(0) +z —5Z2 =2 —5—
per cui;, sostituendo nella (6,1'), si ottiene:
9E

(6. 3) E_=-z —8—;;

II1°) - Caso in cui l'apertura di transito sia una fessura rettangolare con il lato maggiore
parallelo all'asse z.

Nella nostra approssimazione risulta:

(6. 4) - EZ =0
La componente orizzontale H, si ricava dall'equazione:
(rot H)‘ S —-a—E—:L
=y ¢ ot

esprimendo ancora la rotazione in coordinate c111ndr1che per un foro circolare e in coor
dinate rettangolari per una fessura rettangolare orizzontale,

Per i .p1cc011 valori di z si ha rispettivamente:

. 1 °E , ROE
(6.5) (Hx)cil. ST e Tt ¢ Hrett, "2 3%
Il segno - & dovuto a con51deraz1on1 sui versi del campo’ elettromagnetico che

agisce sul moto degli elettroni,

» Se indichiamo con o{ il parametro che tiene conto della forma del foro della cavita,
avremo, dalle(6.2), (6.3), (6,4), (6.5):

OE
E =-0olz —
Zz Dy
(6.86)
OFE
- i __L
Hx o c =3
con:
™ =1/2 per il foro circolare
(6.7) < =1 per la fessura orizzontale
K =90 per la fessura verticale
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Dalle (6.6) e (6.7) risulta che una fenditura orizzontale esercita un'azione in sen
so verticale due volte maggiore di un foro circolare,

Chiameremo quest'azione di orientamento verticale esercitata dal campo elettroma
gnetico della. cavitad sul moto degli eléttroni: ''focheggiamento verticale della cavita',

Tenendo presente quanto esposto, calcoleremo 1l'entitd del focheggiamento verti-
cale, facendo le seguenti ipotesi:

1) - si supporra trascurabile, rispetto alla lunghezza della cavita, la regione intor
no ai bordi dell'apertura medesima, dove il campo elettrico & non omogeneo;

2) - si terra conto dell'influenza delle componenti Ey e Hx sul moto degli elettro-
ni in cavita; .

3) - si supporra che gli elettroni viaggino con velocita costante,

Siano, quindi z_ e p, la coordinata verticale e il momento di un elettrone nell'en

nesima orbita, nel punto Q (v. fig. 26). Vogliamo conoscereivalori Zps+1 € Ppyq della
coordinata e del momento al medesimo punto Q, dopo che l'elettrone ha compiuto una
intera orbita e, quindi, un transito in cavita, .

Dalla teoria delle matrici avremo:

Zn+1 41 P12 %n
(6.8) =
Pher 821 Paz || Py
dove:
811 21
(6.9)
891 292

¢ la "matrice di trasferimento' che tiene conto degli effetti focalizzanti della cavita,

E' noto che in tal caso la (6.9) descrive un'oscillazione verticale del tipo: .

(6.10) =b cos (0 + @Z N)

’N

dove b & l'ampiezza dell'oscillazione e €z ¢ la variazione di fase dell'oscillazione quan

do 1'elettrone traversa la cavitia, N & il numero dei transiti,

Il legame tra G?z e gli elementi della métrice (6.9), & dato dalla relazione:

: =1 -1
(6,11) | cos S‘Z =3 (a11 +a22) ) S
dove
(6.12) S = a5, + 2,,

& la traccia della matrice (6.9). B
Dovendo essere:

-1« cos €Z<+1
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segue -dalla (6.11):
(6.13) _ ~2<8<+2

Diremo, quindi, che si ha stabilitd verticale, quando & verificat_a la disuguaglianza
(6.13), o L ‘
"~ Per |S| 3 2 "non siha stabilita verticale,

CALCOLO DELLA MATRICE DI TRASFERIMENTO (6.9). -

Sia:
dpZ

= +
dt QE, a H

1'equazione del moto verticale dé_g_li elettroni,

(6,14)

Sostituendo i valori dati dallé (6.6), avremo:

dp, OE B OE
’(6.15) T=-qo(z('—a—yx+—c—— '_31?—)

da cui, ponendo:

E = E
y
. dA = c dt
]
(6.14") o c2 ‘
mcz =__o—..._=m0 7C2
Vi-82
m c¢2
o .
u =
q
segue:
4 PY g, 38 B 35
dt q dt oy c 3t
ed ancora:
9
m ¢ 7
d o dz, _ OE QE\
& q as) "%tz 3 '+76 95’
ed infine:
d dz, _ ~dE, O
(6.15) ds(“""ds"“z‘ay*"s 5o

Dalla (6.15) ricordando la posizione (6.14') segue che:

(6. 16) p, =u T(5E)
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5

Integrando la (6.15) si ottiene la variazione dell'impulso nell'attraversare la "gap".

Da ora in poi indicheremo conl'indice 1, il valore di una grandezza fisica allo
ingresso della cavitd; con 1'indice 2, il valore della stessa grandezza all'uscita della
cavitad dopo un transito; senza alcun indice il valore della grandezza in un punto inter-
no alla ''gap'" della cavita. La(6,15), integrata facendo la sostituzione ds=(dy/y8 ) e
tenendo presente che E; ed E, sono il campo elettrico visto dall'elettrone all'ingresso

- e all'uscita della "gap' da, come risultato,

»(6.17) pz—p1=-§(z(1—)62)(E1—E2)

Poicheé il problema & di conoscere la variazione della quota e dell'impulso dello
elettrone tra il punto 1, ingresso in cavita, e il punto 2, uscita dalla cavita dopo il tran
sito, per facilitare il calcolo procederemo nella maniera seguente:

19) - Supporremo\g =1, cioé gli elettroni relativistici,
29) - Supporremo che 1'elettrone entri nella "gap' con inclinazione nulla, ciog (dz/dy)1 =
=0 ed esamineremo come esso viene deflesso dalla caviti,
3°) - Supporremo che 1'elettrone entri nella "gap'" con quota z1=0 ed esca con quota
' 2970 e abbia, all'ingresso, un'inclinazione diversa da zero, cioé sia (dz/dy)1 #0.
40) - Sommeremo i risultati ottenuti ai punti 20) e 3°), per avvicinarei il pilt possibi-
" le- alla realta sperimentale, cioe:

d dz, |
2,40 (g 70 e z, 7 0; (a)p 70

Dalla posizione )4 =1, siha per la (6,15'):

d dz , - OE OE
(6.18) g (u’J'ds --o(z(,ay+,as)
ed essendo:
B = —Ld =
| Vy ‘dt (o4
si ha:
‘dy = cdt = ds

A questo punto dobbiamo osservare che il termine: D@E/® s al secondo membro
della (6.18) tiene conto essenzialmente degli effetti focheggianti subiti dall'elettrone nello
attraversare l'interno della cavitd. Ora va notato che, poiché 1'elettrone all'interno del
la cavitd viene accelerato dalla componente longitudinale del campo elettrico, gli effetti
focalizzanti saranno sensibilmente inferiori a quelli subiti nell'attraversare il foro di in
gresso della cavitd ove & concentrata la massima variazione di E. e dove l'elettrone
non ha ancora subito quasi alcuna accelerazione, Per questa ragione si pud trascurare al
secondo membro della (6, 18) il termine @ E/®s rispettoa E/ Sy. Unragionamen
to qualitativamente analogo a quello fatto sopra ci porta a trascurare gli effetti defocheg-
gianti subiti dall'elettrone nell'attraversare il foro di uscita della cavita.

Dalia (6.18) segue quindi: o

dz dz _ /Y 9E
(6.19) u’d’(g)-u "7'1(?37)1'.""/ 23y dy
o
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Osservando che:
y

(6. 20) Pu-= ’crlu+'/ E dy
[¢]

e che in unitd di energia per un microtrone che lavori nel modo fondamentale, &:

A 1
AS
(6.20") (‘72—71)=111—/Edy= 5 -1
o
o

ove 1 & la lunghezza della ''gap', sostituendo nelle (6,19) e (6.20), si ottiene:

N y y
dz dz, _ &K OE 1 ,dz i
(W)—(dy)l—_ ‘D’lu{/ Z'ay dy+o((dy)/Edy}
s o , o
e cioe:

6.21)  (G)-(5) =- { / (Grdy + o (50 / Edy}

Cerchiamo ora, per approssimazioni successive, una soluzione dell'equazione (6.21),
Come primo passo sostituiamo a z, e e(dz/dy) i valori iniziali, che nel nostro caso, per
la posizione di cui al punto 20, sono: z=2z; e (dz/dy)1 =

Risulta allora:

‘ dz _ A
(6,22) i ,a_lu z E
- integrando la quale si ottiene:
y
_ A
(6.23) z=2z (1- T, E dy)
o

Sostituiamo di nuovo i valori trovati di z e dz /dy nella (6, 21),

Si ottiene ora:

y Xz y Z y
| dz . X ad ! 2 1
(6.24) &y T quu{zl(l- ?1u)E / Edy + ?111 / E“dy- = uE / Edy

1
o o o

Poiche¢ a noi‘interessa lo spostamento e l'inclinazione all'uscita della cavitd dobbia
mo calcolare dz/dy nel punto d'uscita dove E & di nuovo 0. L'equazione di dz/dy si sem
plifica quindi nella forma:

: 1
dz _ ™% 2 2
(6.25) (——dy )2 = - ( 71 u) 2, / E® dy

o

Dalla (6, 23), integrando tra 0 ed1 si ha:

1
(6.26) ' z, =2, (1 - ) / E dy)
0
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¢ ricordando la (6. 20'):

~ X
(6.27) ‘ 2y =2, (1 - 1)

Calcoliamo ora, l'impulso p; e py con cui l'elettrone entra e lascia la "gap'.

Dalla relazione

B dz
P= 9'11 (dy )
ed essendo, per ipotesi:
dz iy
(dy )1 - 0;
segue:
p; =0

dz
T Gy

da cui, sostituendo l'espressione trovata per (dz/dy)2 e ri‘c_ordando che 9’2‘= 3'1 +1
si ha: :

Py

1
0(2
(6.29) p,=- (7, +1)yg —— } Ezdy
. 2 1 ( xr )2 1
1" o
Poniamo, ora: 1
K= — / E? dy
2
u o)
Si ha, allora:
2
_ X "ku -
(6. 30) P, = - ( ?'1"'1) 3 z
. : 1
1
Dalla posizione di cui al punto (30), essendo:
_ dz
2p =0 e g 7O
risulta:
(6. 31) 2. =1 (92,

2 dy '1
Dalla (6.21) segue:

1. 1

dz, dz, N % dz / 1 dz .

G ah T {zlE-(dy)l Edy+ — (55, /Edy}—
o o

. 1
X 1 dz
e 0D / By

o

1
ed essendo Zl=0 e, per la (6, 20'), % / Edy=1 si ha: -

(o]
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dz , _ ,dz 1-KA
(6.32) (dy)z"(dy) -7 )
Per 1'impulso Py si ha:
‘ ) dz
Py = Ty ulgy)s

e per la (6, 32), essendo:
- dz_ 1-
72- '(Tl+1, 132—("3'1+1)u(dy)1 (1——71—)
Ricordando che:
- dz_
P, * ’0’1u(dy)1 ,
si ha ancora:
- -(7+1>7—p1 (1 -152) - 1+ =) (- 1%
Pe TV 0y 1 T 71PN T T

. < s s -2 ;
e trascurando i termini in ’)’1 , si ha:

(6.33) ‘pz =Py (1+ —r?rkl—)

Dalla posizione di cui al punto (40) -segue, supposto:

z e z, {0
dz dz
(), e (g,  fo
sommando i risultati di cui ai punti (2°) e (3°) per la (6.27) e 1la (6. 31), avremo:
_ X lpg
(6. 34) | zz—(l-'—ﬂ)zl+ ,a,lu

Per l'impulso p, dalla (6.30) e dalla (6. 33):

= e 7 __2k_u
(6.35) pz—(1+—r1)p1-( ‘1+1) 7'2 1 Zl
1

Le equazioni (6, 34) e (6,35) si possono esprimere nella forma di matrice, nella ma
niera seguente:

A 1
Zol |1 1 7, u 2
(6. 36) - .
X ku |, A

1
2’11
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CALCOLO DELLA MATRICE DI SPOSTAMENTO, - -

Per analogia con il criterio delle matrici applicato ai settori magnetici, anche
in questo caso & possibile definire una matrice di spostamento relativa alla regione ester
' na alla cavita, ove l'elettrone nonrisenta del campo elettromagnetico dovuto alla radio
frequenza.

Come & noto, nel traversare tale regione, 1'impulso con cui 1'elettrone descrive
l'orbita rimane costante, mentre lo spostamento z, dal piano in cui giace l'orbita di e-
quilibrio, aumenta linearmente all'aumentare della lupghezza dell'orbita percorsa, di
una quantitd proporzionale all'impulso py con cui 1'elettrone era uscita dalla cavita (ve-
di fig.27). ) '

I*

FIG. 27

Essendo la lunghezza del percorso compiuto dall'elettrone esternamente alla ca-
vitd uguale a (2 Lr -1) e lo spostamento zg=(2 XL r-1) (dz/dy) per la (6.16) risulta:

(2Ir-1) =2
z, =z +(2 r-1
3 2 T
(3. 36") 2

p3 =‘0+ p2
ove:

s=@Tr-1)= (m+nX -1)
e, per la (6,20'):

B R A TRNE

Sostituendo il valore trovato e ponendo la (3,36') in forma di matrice avremo in
fine:

(6.37) | =
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La matrice di spostamento si pud, dunque, riscrivere nella forma:

1 1
1 A 7, +1 )
(6.37")
0 1

Sostituendo nella (6, 37) 'la (6. 36') si ha:

L 1 |
2, 1 S (A- —,a—,ijT) z,
P3 0 ! Ps
e .percid, ricordando la (6, 36):
1 ' X 1
Zg 1 (>\ 'b'+1) 1- 757 T 2
0 1 —(-3’—2)— olku 1+ TO(
3' 1
1
La matrice prodotto risulta essere:
1
o 1 nt 2 1 1 1 &
- - - : : o - +
1 -~y (A ’b’+1) 3 A “k 9’u+u (A 9,_,_1)(1 71)
1 h 7 1 1
. 2 :
(7, +1) X “ku
- 1 1+ —,y—°< |
?2 ' ‘ 1
1 .
1 (6. 38)
La traccia della matrice prodotto & quindi:
q. +1
1 1 2
§=2-(A- ) Ak
7+l T
e, sviluppando i calcoli:
‘ T o+1 2, ., "
s=2-X\— ol 7?
71 1
1
Trascurando i termini di ordine ¥ -2, si ha:
S =9 X2y A
= - Tl 1

Calcoliamo, infine, il valore numerico di S separatamente, per 0( =1 ed X= 1/2 e
per i seguenti valori degli altri parametri:
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k=1
7\=100m
1 =2 enr
v =10 (E=E_ ¥, =5 MeV),
Risulta:
per o(=%, S=1,88 per &R =1, S =1,50

Per ‘3’1 =20 (E=10 MeV) si ha invece:

per o(=—;—, S=1,94 per A =1, S =1,75

Dal confronto con i risultati ricavati per ?’1 =10, si pud concludere che l'effetto -
di focalizzazione di una cavita cilindrica con l'apertura rettangolare (X =1) a energie

di 10 MeV & ancora migliore dall'effetto di una caviti con apertura circolare (X = 1/2)
ad energie di soli 5 MeV,

AAAAAAAAAAAAAAAAA
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Nazionali di Frascati e, in particolare, il Dr. Ubaldo Bizzarri per il competente aiuto
datomi nell'impostazione generale del lavoro.
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APPENDICE 12,
CENNI SUL MICROTRONE PER POSITRONI. -

Nel Laboratorio dell'Istituo di Fisica P,N, Lebedev, & stata studiata la possibi-
t4 di usare il- microtrone come acceleratore di positroni, ed & stato anche eseguito un
controllo sperimentale del metodo proposto, '

La possibilitd di accelerare con uno stesso microtrone, sia elettroni che positro-
ni, & dovuto sostanzialmente al fatto che, avendo le due particelle carica opposta e stes
sa massa, qualora siriesca a farle partire, almeno teoricamente, dallo stesso punto
dello spazio con velocitid uguale e contraria, esse percorreranno, in un dato campo
magnetico la stessa orbita ma in senso opposto,

Poiche i due tipi di particelle, nel percorrere la loro orbita, attraversano la cavi
ta in senso contrario, a parita di fase, rispetto al campo elettrico, saranno accelerate
nella stessa maniera, ciascuna naturalmente sulla propria orbita, dal campo elettrico del
la cavita, '

Ne segue che i criteri di stabilita di fase sono i medesimi per entrambe le partiw
celle, :
Una possibile realizzazione pratica del sistema accennato. & mostrata schematica-
mente nel disegno in fig, 28,

(®) - prima orbita positrona

- convertitore eiettroni-positroni
© - cavita

(©) - prima orbita elettronica

® - sorgente di elettroni

(® - ultima orbita positronica

© - ultima orbita elettronica

FIG. 28
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I1 criterio di funzionamento & quello di deviare opportunamente l'ultima orbita elet
tronica degli elettroni e .di. inviarla in un convertitore di positroni K posto sulla cavita,
I1 convertitore K consiste essenzialmente di un "target' di piombo con inserito un rallen
tatore pér positroni in grafite, Da questo convertitore escono positroni a bassa energia,
una cui frazione viene catturata e accelerata hella prima orbita,

E' opportuno ottenere i positroni alle basse energie poiché la den51ta pos1tromca
nello spettro di emissione & massima alle basse energie.

Alla deviazione dell'ultima orbita elettronica e a far si che detti elettroni generino
1 positroni nella fase propizia per la cattura, provvedono i due canali magnetici di sposta
mento l1 ed 1,.

La lunghezza di questi canali & calcolata con le seguenti due relazioni approssimate:

1,-1. = A1 &> 1
1 n

A
+1, = — +
1, + 1, 5 Ak
dove 1 & la distanza della sorgente di elettroni dall'asse della cavita; k & un numero in
tero: X e la lunghezza d'onda della radiofrequenza.

I1 vantaggio di avere due canali magnetici deriva dalla possibilitd di regolare 1; ed
l2 indipendentemente per ottenere un certo Al ed un certo (12+1 ); pil esattamente re-
golando 14 +15, con Al costante, si ottimizza la fase di cattura de1 pos1tron1 mentre
variando A1l, con (l1 +12) costante, si ottimizza la posizione di uscilta dei positroni dal
convertitore K, :

Il fascio di positroni & stato rivelato mediante rivelazione della radiazione di brems
strahlung generate dall'urto del fascio sulla targhetta di piombo situata nell'ultima orbita,

Si & progettata, inoltre, un microtrone iniettore universale (v. fig.29) per ener-
gie sino ai 9 MeV il quale permette di avere contemporaneamente un fascio di elettroni
e uno di positroni,

K - convertitore elettroni- positroni
W uy -sorgenti di elettroni
| ~canale di deviazlone

FIG. 29
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Per realizzare l'iniettore universale sono state poste nella cavitd due sorgenti elet
troniche, alloggiate simmetricamente rispetto all'asse della cavita sulle facce opposte
di quest'ultima,.

In questa inaniera la sorgente u, da un normale fascio elettronico e la sorgente
u, da un fascio di "conversione'. Il fascio di conversione, opportunamente deviato sul
convertitore K da luogo all'emissione di positroni. I particolari per l'estrazione dei
due fasci, elettronico e positronico, sono ben visibili in figura,

APPENDICE 22,
STUDIO DEL MOTO DI UN ELETTRONE ENTRO UNA CAVITA' RISONANTE, -

In questo capitolo viene studiato il moto di un elettrone soggetto simultaneamente
al campo elettromagnetico esistente. entro una cavitd risonante e ad un campo magneti
co costante e uniforme opportunamente orientato, ‘

Le equazioni differenziali che regolano il moto dell'eletirone sono integrate nume
ricamente e il risultato di detta integrazione & impiegato per la costruzione gra.ﬁca del
le traiettorie elettroniche nell'intérno della cavita.

Con riferimento alle figure 80a e 30b, lo studio viene effettuato nelle seguenti
condizioni:

1) La cavita, di forma cilindrica con raggio a ed altezza 2b, ha l'asse coincidente con
1'asse y e il piano mediano coincidente con il piano x, z.

2) 11 modo 'di funzionamento della cavita &-il modo TM 010.

3) I1 campo magnetico costante & diretto secondo l'asse z.

4) Le condizioni iniziali del moto dell'elettrone sono scelte in maniera che la traietto-
ria giaccia nel piano x,y.

L'equazione del moto dell'elettrone si pud scrivere:
(1) F-—(m v)=-q(E+v A B)

con: - q carica dell'eletirone,

§ \
y K= catodo
E
-— +b
’ — P
- X
— -b
y +a
b)

Bo
a)

FIG. 30
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La (1) equivale, per le ipotesi fatte, alle:

dmV
+ =_-qB
mv xTx dt 4 z Y
(2)
dm
y+y ——— =-qE +qB x
mv yry dt d y 4 z
Se il campo elettromagnetico entro la cavita & del tipo E(t) = E,cos Wi, icam
pi Ey e BZ figuranti nella (2) hanno la forma:
E =-RE J (kx)cos Wt
y o o
(3)
A
BZ = - Bo - REO Mo Jl (kx) sen W t
ove: Jo ¢ la funzione di Bessel di ordine zero,

J1 ¢ la funzione di Bessel del primo ordine,

2 X
k==

ed R & una costante che assume i seguenti valori:

R=1 per-af£x%£+a; -b<y=<+bD

R =0 per x <-a, x>+a; y<-b, y>+b

Facendo comparire la variabile V = Wt ed indicando con 1'apice ('v) la derivata

rispetto a ‘f’ , le (2), tenendo conto delle (3) si trasformano nelle:

(4)

luzmvx”+ wzx’(mv)'= WqB_y+ wq ? 3, (x)y'sen §p
2 n 2 REo
N m_y + W y'(mv)'=qREoJo(kx)cosY - quox'— Wq = J1 (kx)x'sen\/
Introducendo, per comodita, le quantita:
q RE0
N = 5 JO (kx) cos S&’

q RE

M=qBO+ Jl(kx)senY’

c

le (4) si possono scrivere:

(5)

LS ' = 1
vax wx (mv) My

" + 1 t - !
éumvy wy (mv) N - Mx

Introduciamo anche la quantitd 7" mediante 1'espressione :
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m m m
m = 7m = o = =
M ° ‘/ 2, 2 2 42 2
1-v"/e 1o 2 1- —— (xP4y'?)
c c
da cui segue poi:
d 3 2
| I = 7 i gyt
(m_) &y =) Y m ; (x'x"+y'y")
Le (5) divengono:
2

W’)’mox" + W 3'3 m_

(6) ¢
" 3

vy m _y" + wy m

(x'x"+y'y")x' = My'

2

(x'x"+y'y")y' = N - Mx'
e

3 ;
che si possono anche scrivere, moltiplicando per 1/& mo’T , © facendo le sosti-
tuzioni:

M __N
F—mw e G oW
(o] o]
2 2
c c (4
(7)
2 2
w 1 w 2 1
! [T QR ReLE I N ' = - '
x —5 x'y y(?2+2y) 3 (G- Fx")
(] [+]

Risolvendo materialmente le (7) rispetto a x" e y'', ricordando le espressioni di
F, G, M, N e ¥, siha, sviluppando i calcoli:

4 qB qRE
"o W 2, 2 o o '
x Vl - cz (x'"+y'") mow + mdw P J1 (kx)sen\f y' o+

(_:1REo

- 5 Jo (kx) x'y* cqs \f}

m c¢
o

” 2 qB qRE

W 2 2 0 0 ,
LS - 19t - + '
Y 1 2 (x!+y') [ mow mo wece Jl (kx)sen Y x ¥

c

2 qRE
w 2 o
_ '
+ (1 cz y') 5 Jo (kx)cos y}

m c¢
(o]

(8)

Le (8) si possono scrivere sinteticamente:
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1" = ] [ E , N ,
x"=1(x.y.,xy B, E Y
y' =gy, %y, B, E, W,y )

“To' o
Esse vanno integrate assumendo come parametri fissi:
B,E ,W
o "o
e come condizioni iniziali le:

! 1
Xps X' 00 Ypo T'p0 Yo
ove l'indice A si riferisce al punto di uscita dell'elettrone dalla cavita.

Il valore della fase ¥ si computa "all'indietro' a partire da \f,. L'integrazione
si arresta quando l'elettrone incontra una delle pareti della cavita, ossia y=+b,

I1 calcolatore fornisce i valori delle coordinate del punto di incontro ed anche la
energia e la fase dell'elettrone. Al calcolatore sono richiesti i valori delle seguenti
grandezze:

1) Tensione, V,, esistente al passaggio dell'elettrone nel punto A,
2) Raggio di curvatura, R, della prima orbita.

3) Coordinate del punto A, '

4) Velocita dell'elettrone nel punto A,

5) Fase dell'elettrone, \f , al centro della cavita,

6) Fase dell'eletirone, \P 5, nel punto A,

7) Campo elettrico, Eo’ al centro della cavita.

1) - Calcolo di VA' -

Sia Ail l'energia acquistata dall'eletirone nel transito del punto k al punto A e
sia E; 1'energia di iniezione, Se E; & l'energia totale competente alla prima orbita e
E'A 1'energia cinetica dell'elettrone all'uscita della cavitd in A si ha:

= = -+ 2_ = -
(9) E,A qQV, =E,_ A E -E,
Poiche:
2 U E
T, = — ~a Ty
qBc
si ha immmediatamente: N
5 .E - qBc :a.Trf o - Bcza ] c2
1 o 2 o o w o)
e percio:
2
za.Bc2 m, ¢
10 . 'V = -
(10) A (V] q
2) - Calcolo di R, -
E':
R = B—
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poiche:

_ 2 2
pc—\,( £A+Eo) -Eo

con Z,A energia cinetica competente alla prima orbita, si ha:

2
1 v 2
= <4 -
R cgB ( £A Eo) Eo
e cioe, ricordando che:
Ep=aV,,

2 2 ' ' .
" - q VA+2qVAEo i VA N z‘VAEo
_ CZ q2 BZ C2 Bz c2 qu

Scriviamo ora R nella forma:

2 2
1 2mo qVA VAmoc
R=5 2 T T 2
a 2moc c m

e cioé semplicemente:

1 20 2 q |
R = — ' V + V
B q A

Chiamando V¥ la quantita:

VE = y2 _LH,—A

Zm c2
o
si ha infine:
= 1 2m oy
(11) R = — . vx
3) - Calcolo delle coordinate del punto A, -
E' semplicemente (v, fig, 30b):
—_—
Xy = - R+ V Rz-b2
(12)
yA =-b

‘4) - Calcolo della velocitd dell'elettrone nel punto A,
E': '



(%xt—)Az_ \KA\ sen Y

dy, \
Cat a \XA cos Y
con:
‘pcz c
v = =
l A‘ EA » m c 2
Vl+( )
P
i
Essendo p=qBR: ed R=—1§- Z—I:-—Y-— , siha sostituendo:
v e
| 24]
m e
. -
1 2qVXE
2 2
) . . _ b VR -p
Essendo poi (v, fig, 30b): sin ‘f——-—R e cos;y’ R
(g) - c b
dt ‘A R
m c2
1+ ——s
(13) 2 qV¥
(dx) - c sz—bz
a ‘a7 m ol R
o
.1+ 2qVx

5) - Calcolo di YO' -

Il calcolo si effettua imponendo che 1'elettrone sia sincrono al passaggio per il

centro della cavita,
Supponendo 1'andamento della tensione del tipo:

Vi(t) = V0 cos Wt
si ha allora:
2LV cos »0
o) (o}

=b T
02 B rf
e cioé, per b=1,
cos - c2B
° Vo OUVO
e percio:
(14) = arccos L=
}00 wv

o

si ha infine:

71,
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5) - Calcolo di )UA. -
Con riferimento alla figura 30b & semplicemente: seny =b/R e cioe:

Y) = arcsen —% . Tenendo conto della molteplicitda a = 2 del \modo fondamentale si ha:

}0A = Y’o+ 2 arcsen-%—.

7) - Calcolo di Eo' -
E' semplicemente: v

[s)
TS

In fig, 31 sono mostrate alcune traiettorie calcolate numericamente, nel modo
esposto precedentemente, per una particolare terna di valori:w , E , B_, e in corri-
. < as s s o o

spondenza di.valori differenti di ’00,
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